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I N T R O D U C C I O N  
-- - 
l 
El p r e s e n t e  t r a b a j o  d e  T e s i s  p a r a  o p t a r  1 a ~ i c e n c i  a t u r a  e n  1 a E s p r -  
c i a l i d a d  d e  I n v e s t i  g a c i b n . . O p e r a t i v a .  t r a ta  d e l  e s t u d i  o d e l  Problema d e  ~ u a l i  - 
dad e n  el C a s o  N o  L i n e a l  ; a - d i f e r e n c i a  d e .  l a  ~ r o ~ r a & c i b n  L i n e a l  donde  el Pro -  
. . 
blenia Dual se d G f i n e  d e  manera t 3 k c a  p a r a .  c a d a  f o r m a  d e  Programa L i n e a l .  e n  
I 
Progr  aiiiaci b n  N o  Li n e a l  , el Pr obbema m rima l. t i e n e  d i  ve r  sas fo rmas  Dual e s ,  y pa- 
r a  c a d a  fornia Dual se e s t a b l e c e n  s u s  P r o p i e d a d e s  con  r e s p e c t o  d e l  Problema P r l  
nml. 
En el P r e s e n t e  t r abad-o  se e s t u d i a  el Problema Dual MinimAx; con  el 
o b j e t o  d e  p o s i b i l i t a r  el d e s a r r o l l o  d e l  t e m a  e n  r e f e r e n c i a .  se h a  a g r u p a d o  el 
'S 
p r e s e n t e  t r a b a j o  e n  4 Capi t u l o s .  En el C a p i t u l o  1. se e s t a b l e c e n  c o n c e p t o s  y 
p r o p i e d a d e s  maternati cas f unda'mentgles.  En el Cap1 t u l  o 11 . se >r es rn t . an  a l g u n o s  
. 
'te&remas bAsi cos d e  1 a ~ r o ~ r a m a c i d n  M a t e m B t i  ca con s u s  r e s p e c t i v a s  demos t i  a c i  
. - 
n r s .  En el C a p i t u l o  1 1 1 ,  S& d e f i n e  el c o n c e p t o  db  Programa MatamAtico N o  
L i n e a l  y se d e s a r r o l l a t i  l a s  cond ic io r i e s  d e  o p t i m i z a c i 6 n  d e  Kuhn-Tucker , as1 cg 
m o  otros teoremas. los  c u a l  es pqrnd. t e n  caract'ei'izar l a  sol ucibn '  bpt inla  d e l  F r g  
blema d e  Programacibn  No L i n e a l .  En el d p i t u l o  IV ,  se def  i n e  ,el Dual MinimAx. 
y se d e s a r r o l l a n  s u s  p r o p i e d a d e s  con  r e s p e c t o  d e l  Programa Pr ima l  ; el d s s a r r o -  
110 d e  los  temas d e  i n t e r l - s  v i e n e  acompañado d e  s u s  r e s p e c t i v o s  e j e m p l o s .  l o  
c u a l  h a c e  f a t i 1  1 a comprens ibn  d e  1 os mismos. 
Debo f i n a l m e n t e  d e j a r  c o n s t a n c i a  d e  , g r a t i  t u d  a  n u e s t r o  a s e s o r .  
Dr. Manuel*; M a r l o - 2 e n t e r i a  Vera ,  b a j o  c u y a  o r i e n t a c i ó n  se h i z o  p a r t e  d e l  d e s a -  
rl 
r r o l l o  d e l  p r e s e n t e  t r a b a j o ;  con  l a  m i s m a  i n t e n s i d a d  y  afecto debo t ambién  m i  
g r a t i t u d  a l  P r o f e s o r  Mg. Tomas NLiEez Lay. po r  s u  i n q u e b r a n t a b l e  v o l u n t a d .  p a r a  
ayuda rnos  a  d e s a r r o l l a r  l a  otra p a r t e  d e l  p r e s e n t e  t r a b a j o .  
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CONCEPTOS MATEMATICOS FUNDAMENTA LE^ 
Eri est-a p a r t e  veremos a lgunos  conceFf-Os y p r o p i e d a d e s  niatei i ldt icas  
fundanienta les ,  i ac: c u a l  es n e s  permi ti d e s a r r o 1  ? ar l a s  c e n d i c i  o n e s  n e c e s a -  
y s u f i c i e n t e s  q ~ ~ e  e s t a b l e c e n  cuando  un P u n t o  X es ~ o ~ u c i ú > i  ~ p t  de 
1 o 
un P r o ~ i - m a  ,Va L e>& t i c o. 
T a l e s  c o n c e p t o s  y p r e p i  e d a d e s  matenlAt icas  s o n  ? os s i g u i  e n t e s :  
01. - Funci hn Conve= 
i k f i n i c i i i n :  
~ e a u n a f u n c i ó n :  f : S5CRn-> * S convexo .  sí . .*  . 
5- d i c e  q u e  f re- u n a  fuincibn convexa  sobre S 
(jeornstri canwnte ,  el c o n c e p t o  d e  runcibn Conue'cu se p u e d e  i n t e r p r e t a r  m e -  
d i a n t e  e ?  GI-Afico N o .  i , 
duride: 
13 X Xi + C l - X >  X O i 5 1 representa  el c o n j u n t o  d e  p u n t o s  d e l  2 
15grner.t.o d e  recta d e  ex t r rn loz  X* y X2 . 

2) f (h  X  + C 1 - h >  XZ) , O 5 X  5 1 , r e p r e s e n t a  el v a l o r  d e  l a  a l t u r a  
1 
de l a  f u n c i b n  e n  el X  X  + , C 1 - X >  X  . 
i 2 
3> X  f ( X i )  + C 1 - X >  f(XZ) , O 5 X  5 1 , r e p r e s e n t a  l a  a l t u r a  d e  l a  c u y  
v a  q u e  u n e  l o s  p u n t o s  ( Xí , f(Xí) ) y ( X2 . f ( X 2 )  ) e n  el punto :  
A X1 + C 1 - X >  X2 , 0 5 X  5 1 . 
Y t a l  como p u e d e  o b s e r v a r s e .  l a  a l t u r a  d e  l a  c u e r d a  e n  el puri to  : 
X  Xi + C 1 - X >  X2 , es a l  menos t a n  g r a n d e  como l a  a l t u r a  d e  l a  f u n -  
c i b n  e n  el pun to  A  X  + C l - X )  X2 . V X  E [ 0 ,1 ] .  
i 
02. - Funci dn Cdncava 
13ef i n i  c i  bn: 
Sea una  f u n c i h n :  4  : S  IR^ - > IR , S c o n v e x o .  S # O . 
Se d i c e  q u e  g ec: u n a  F u n c i b n  Cdncava s o b r e  5 . si : 
La i n t e r p r e t a d  dn geom&tr i  ca es an&l o g a  al  caso a n t e r i o r .  
03. - M3tr í z  S e m i  - d e f i n i d a  P o s i t i v a  
Drf i n i  ci  bn: 
Z e a D e M  ( I R ) .  
nxn 
Se d i c e  q u e  D es u n a  Muti-í-. S e m i - d e f i n i d a  P o s i t i v a .  si y s o l a m e n t e  sí: 
X ~ D X  2 : ~  , Y X E M  ( I R )  
nxí 
04. - M>xi nio C.1 u t a l  
kf i n i  ci  bn: 
n Sea una f r rnc ibn :  f : S S R  - > E ,  
a X O E S .  
-5& d i c e  q u e  f t i e n r  un dzim p.ZoLaL e n  el p u n t o  X . si y s o l a m e n t e  sf : 
O 
f ( X )  5 fCXo) , V X  E S .  
Analogan~rn te ,  se d e f i n e  el M i n i n o  ~io3nL d e  una f u n c i d n  
05. - Mi n i  md Local  
ISefiniciAn:  
Sea una f  u n c i b n :  f : S 5 Rn - > I R  , 5 # 0 .  
Sea 
o 
E S .  
. . .  
fr d i c e  q u e  f t i e n e  un n d n i ~ w  Locnl ' e n  el p u n t o  X . si y s o l a n i e n t e  si: 
. . o 
. . 
ei. 5ste c izo  S r  d i c e  que  el v a l o r  f(X o ) PS >flnine LoecL de f . 
AnAlogamente, se d e f i n e  el ? f A x ~ t n i  LorcL d e  una  funcicin.  
06. - Punto  d e  Si l la  Local  
tefi n i  c i  e n :  
m > S i x S 2 # 0 .  Sea una f u n c i b n :  F : S x S  R x CRn -
í 2 
Sea (Xo.ho) E C x S . 
: 2 
,% d i c e  q u e  el p r ~ n t o  CXo.Xo) es punt-o d e  s i l l a  d e  F(X.X) , si: 

3 s > O  / V C X , X ) E S  x S  con X -  I l X - X  1 1 5 e .  
1 2 O 
se t i e n e  que: 
15 F ( X O ,  Xo) 5 F ( X ,  ho) , V X  e S . E5 dec i r - ,  Xo n-dnir~dra  el va lo r  de i 
F ( X , X ) e n S  . para  X = X  f i j o .  
I O 
2l F ( X o .  Xo) 2 F ( X o ,  X) V  X  E S . Es d e c i r .  X  n.mxi niiza el v a l o r  de  
o 
F ( X . X )  rri LrZ . para X = X  f i j o .  
O 
Con,juntarnent.e. l a s  2 a n t e r i o r e s  condicini>es se e s c r i  t e n :  
F C X o . X )  5 F ( X o ,  ho) i- F ( X . X o )  V X E S  S V h. E Sz 
I 
h tamhibn: 
X mi riimizr F(X . A o )  en Si , 
O 
X  ni;1ximiza F(Xo.X)  en 3 . 
O 
E l  Grdf ico  No.2 i l u s t r a  grornstrieaniente el c ~ n c e p t o  d e  Fvnto de Silla de  
la func ihn  F ( X . k )  . 
11 Si 13 d e f i n i c e n  d i  /'un:^ de .Si!!c se v e r i f i c a  Q X  E LFr1 y Q X E LRrn . 
se d i c e  que (Xo.  Xo) es Punto de Si L la Global d e  F ( X ,  A). 
21 Si l a  def - in icón  de  Punto de 5ilLc. se v e r i f i c a  V X 2 O y V X  2 O , se 
d i c e  que (Xo.X ) es un Fvnto de CI Llci Nij Ne8c.t iuo d e  F ( X . X )  . 
O 
07. - i k r i v a d a  P a r c i a l  
b f i n i c i b n :  
Sea una  f u n c i b n :  f : S 5 Rn - > IR , S a b i e r t o .  S F W 
S a n :  
e = ( O. . . . . . . . . .  .l. . . . . .  
L 
.O ) E S , c o n  t o d a s  s u s  componen 
L e s  nrrl a s ,  s a l v o  l a  i -&sima componerite q u e  t o m a  el v a l o r  1 . 
Sea t E R , d e  modo que:  X + t ei e S . L a  Derivada Parcial d e  f e n  
O 
8 f(Xo) 
Xo , c o n  r e z p e c t o  a l a  componente  Xi , se d e n o t a  c o n  , y se 
8 X i  
d e f i n e  como: 
si ta l  l lmi te  e.xíste. 
08. - Funci d n  C o n t i n u a  
D e f i n i c i d n :  
Fea u n a  f u n c i d n :  f : S E IRn -> IR . S abierto. 
Sea X F S. 
O 
Lee d i  c r  q u e  f er Cont  iriuzr e n  el p u n t o  Xo , si: 
13 E s t á  d e f i n i d a  f(X ) . 
o 
2) E x i s t e  l i r a  f(X) . 
x+x 
o 
3) Lim f(X) = f(Xo). 
X + X  
o 
09. - El Vector G r a d i r n t e  
Drf i n i  ci  bn: 
Sea una  f u n c i h n :  f : S E U?" - > II; d e f i n i d a  e n  el c o n j u n t o  a b i e r t o  S. 
Sean X =(Xi,X2, . . . . . .  . X )  E S , 
O n 
6 f<Xo) 
y supongamos que existe e V i = 1 .2  . . . . . .  .n . 
8 x. 
L 
Se 11 a ~ i ~  Vec tor Gradiente d e  f e n  X . y se d e n o t a  V f (Xo) , a l  vzc 
. o ,  
t o r  de  d e r i  v a d a s  'Parcial $ S :  a 
10. - Funci hri D i  f e r r n c i  a b l  e 
k f i  n i  cifin: 
n > R , S a h i e r t - o .  S-a una func iún :  f : S 5 R --- 
a X o  E S . 
8 f ( X o )  
y supongamos q u e  existe V i = I , 2  , . . . . . ,  n 
a X 
L 
Sr d i c e  que  f es d i f e r e i i c i a b l e  en  X . si existe  una func ihn :  
O 
Z i m  g(AX) 
Y IIAX II+ 0 = o 
113CH) 11 
en este caso se e s c r i b e :  
11. - Teor ima 
> [R , S a b i e r t o .  Sea una func iún :  f  : S 5 R" -
a  X E S . 
o 
Si 3 y es cont inua en  X = X , Q i = 1.2  , . . . . . ,  n 
o a x ,  
1 
Entonces f es J i f e r e n c i a b l e  en X = X . 
o 
12. - Teorema d e  Taylor 
> 'LR . S a b i e r t o .  Sea una func ión :  f : S r IR" -
,F-an Xi y XZ E .S , t a l e s  que l o s  puntos  X d e l  segmento d e  r e c t a  que l o s  
une: X = X Xz + C I - X >  Xi . , O I X  S 1 
pertenecen a S . 
Si f es d i f e r e n c i a b l e  en  t o d o s  1- p u n t o s  d e  d i c h o  segmento. en tonces  
existe X* E ( x ~ . x ~ )  / ICX*) - i(xI) (x2- xi)l v ~ c x * )  
13. - Funci dn Continuamente Di f e r e n c i  a b l  e 
Def i n i  c i  ón: 
Sea una - funcihn:  f : S c Rn -> R , S a b i e r t o .  
Sea Xo = (Xi,X2, . . . ,X ) E S . 
n ' '  . 
. . .  
d i c e  que f es una icu>zcirsn Cont inumzente 'Di fferenciabZe en  
. . . . . .  . X* si:. 
a f . . . .  . 
. . .  
- existe y es cont inua  e n  X = X , V i = 1.2 ....... n . ' 
8 X i  a 
14. - Teor ema d e  &par a c i  6n de  H i  p r r  p l  anos  
Sean Ki , K E IR" , K y convexos.  
2 1 
Si Ki y K2 son  d i s j u n t o s .  existe un Hiperplano: 
C' X = b , b # O , que s e p a r a  a Kt y K2 d e  l a  s i g u i e n t e  manera: 
C ' X  5 b , V X E K *  
C ' X  2 b , V X E K ~  
--------- e -- ---- --- --- 
TEOREMAS EASI COS DE L A  PROGRAMACI ON MATEMATI CA 
------- -- _____ -__-_-- 
TEOREMAS BASICOS DE LA PROGRhMACION MATEMATICA 
En esta p a r t e  veremos a lgunos  teoremas bAsicos d e  l a  Pro&r-cibn 
Nutemát i c a  Convexa, los c u a l e s  pernli t i r á n  d e s a r r o l  lar l a  t e o r i a  n>aiem.&tica q u e  
e s t ab l ece  1 as cond ic iones  d e  o p t i  m i  z a c i  6n d e l  p r o b l  e n =  d e  Programaci6n M a t e m á -  
t i c a .  
T a l e s  Teoremas son: 
Teorema N o .  1 
Sea una funcibn? f : S E IR" - > R .  
S un con jun to  convexo. c e r r a d o  y aco tado .  S 7C @ 
Si f es una func ion  convexa e n  S, entonces:  
1. - f t i e n e  a l o  mAs un Mínimo Local .  
SI. - Si tal mínimo existe. este es un Mínimo G l o b a l  y p e r t e n e c e  al c o n j u n t o  
convexo. 
Drmostr aci bn 1 
1. - Vamos a hacer l a  demost rac idn  d e  esta p a r t e  usando el mctodo d e  r educc ibn  
al absurdo.  
Cea X un p s n t o  donde f t i e n e  un minimo local. S t i e n e  luego  por d e f i s  
o 
n i c i d n  de mínimo lacal que: 
fue) f(X) . V X E VC (XO) fi S , donde E es un nQmero real es- 
t r i c t a m e n t e  p o s i t i v o  y b a s t a n t e  pequeño. . . . . . t l >  
1 
Supongamos q u e  existe o t r o  pun to  Xi e S . X1 S Xo . tal  que: 
f (Xi )  I f ( X )  . V X E Va (X*) n S . y f(Xi) P f C X o )  . ec; decir. 
un mínime local d i s t i n t o  d e  X 0 .  . . .  . . C 2 >  
Asumamos que: f (Xi )  < f ( X o )  . 
Como ,Xo , X1 e S . y S es un c o n j u n t o  convexo, se t i e n e  l u e g o  que: 
En l a s  r e l a c i o n e s  ' ~ 1 3  y C 4 3 ,  consideremos X o  > O b a s t a n t e  pequePio. d e  
modo que  X = A. Xi + C I - L o >  Xo E Vz.(XO) . 
E s  d e c i r :  
ho x1 + C I - A ~ )  xo E vc (xo) n S 
Se t i e n e  l u e g o  d e  las r e l a c i o n e s  C 1 3  y C B  : 
f ( X o )  5 f (Ao X* + C1-Xo> Xo) 
y como por h i p b t e s i s ,  f es una f u n c i 6 n  convexa en  S : 
fcxo) 5 xo ICXJ + ci-x0> rcx,.) 
< Xo f ( X o )  + CI-A',> f C X o >  
= f C X o i  
. . . por paso C 3 3  
===> f ( X o )  < f ( X o )  ( ===> [<=== ) 
Conio l a  c o n t r a d i c c i  Sn p rov i  e n e  d e  suponer q u e  existe &S d e  un mini mo l o -  
c a l ,  l u e g o .  d e b e  d e  o c u r r i r  l o  c o n t r a r i o .  es d e c i r  f debe  d e  t e n e r  a l o  
mAs un mínimo l o c a l .  
11. - Sea Xo E S  . el pun to  donde f t i e n e  un mínimo l o c a l .  l uego :  
f (Xo)  5 f ( X )  . V X  E VE (XO) r i  S  , donde c es un nírmero real es- 
t r i c t a m e n t e  p o s i t i v o  y b a s t a n t e  pequeño. 
Como Xo E S . y S es un c o n j u n t o  convexo: 
de  las r e l a c i o n e s  C 1 3  y C 2 3 .  consideremos,  Al > O , l o  s u f i c i e n t e m e n t e  
pequeiio, d e  modo que: 
Y = C 1 - X i >  X o  + Ai X  E (Yc) , V X E S. . . 
Luego: 
C1-Xi> Xo + Xi  X  E v ( X )  R S .  V X  E S .  
c o 
. . . . C 3 3  
y d e  l a s  r e l a c i o ~ e s  C 1 >  y C 3 3 :  
f (Xo)  a f ( C 1 - X i 3  X o  + Xi X) . C l - X i >  Xo + Xi X E VE (XO) n S . v X  E S 
y como por h i p b t e s i s ,  f es una f u n c i d n  convexa e n  S  : 
f ( X o )  a C 1  -X 2 f (Xo)  + Xi f ( X )  , v X  E S 
i 
= f ( X o )  - Xi f (Xo)  + Xi f C X )  . v X  E S 
S f ( X )  5 f ( X )  , V X E S  
O 
1 urgo: 
Xo es inini mo g l o b a l  de f 
Teorema N o .  2 
Sea una f u n c i 6 n :  f : S c IRn - > [F: 
S un c o n j u n t o  c o n v e x o ,  c e r r a d o  y acotado. S S b . 
Si f es una  f u n c i 6 n  cr5ncava e n  S . e n t o n c e s :  
1. - f t i e n e  a 1 o m;ss un mgxi nio 1 ocal. 
11. - Si tal  maxinio e x i s t e ,  este es un maximo global y p e r t e n e c e  al c o n j u n t o  
convexo. 
. . 
. .  . 
Drmost rac i  &ri . . ' . 
Es a n a l o g a  al caso a n t e r i o r .  
Teorema N o .  3 
> IR , i ='1,2 , . . . . . .  m S a n  las f i r n c i o n e s :  f .  : S ~ R " -  
1 
S un con j i rn to  convexo.  
Si fi es una  f u n c i  Sn  c o n v e x a  e n  C , V i = l. 2.. . . . . , m  . 
Drmostraci  dn  
. . . .  . .  f es f u n c i t n  c u n v e x ~  e n  S V i = 1.2 , .  , m .  
f.(e xi  + CI-e> x2) e fi(x1) + ci-e> fi(x2) , v e  E 10.11. v xI.x2 5 S . 
1 
V i = 1.2 . . . . . . .  ni. 
m u l t i p l i c a n d o  miembro a niiembro d e  esta r í l t i m a  r e l a c i ó n  p o r  h. 3 O , i = 1,2. 
L 
. . . . .  m . se t i e n e :  
xi fi(e x + ci-e:, x2) 5 e xi fi(xi) + CI-e) x1 f1(x2) 
i 
x2 f2(e xi + C I  -e) xZ) 5 e x f2(xi) + ci-e> h2 f2cx2) 2 
sumando miembro a nilenibro estas m r e l a c i o n e s  se t i e n e :  
--- 
---> 1 h .  f .  es f u n c i d n  c o n v e x a  e n  S 
L L 
i = i  
Teorema N o .  4 
> R .  Sea una f u n c i d n :  f : S E LRn - 
Sea S un c o n j u n t o  convexo.  S i 0 
f d i f e r e n c i a b l e  en  S . 
f es convexa en S <===> f (Xi) - f(X ) 2 (X - X  )' V f (X ) , V Xi.  X  E S . 
2 i 2 2 2 
Drmos tr aci  Sn 
===> ) Necesidad 
Como f es c o n v e m  en  S , luego:  
1 uego: 
f < X 2  + ( X , - X 2 > >  - f ( X 2 )  
Lim I f ( X i )  - f ( X 2 )  . V Xi.X2 E S . .C13 
X+O+ h 
Por otra l a d o .  S es convexo. entonces:  
además f es dif e r e n c i a b l e  e n  S , luego: 
f ( ~  x i  + CI-x 3 x2) f ( x  ) + x (x - x*)' 7 fce) 2 i 7. 
para algCin €3 e (X2  . X 2  + X  ( Y i - X 2 ) )  , V X  E S  . V A  E (0 .11  
para algún €3 e (X2  , X2 + X (X1-X2) )  , V X  E S  , V A  ~ ( 0 . 1 1 .  
Luego: 
para algím 8 E ( X 2  . X  + X  ( X , - X 2 ) )  , V X i . X 2  E S . 
2 
Y como V f es cont inua  en S : 
para algún €3 E (X 
2 '  
x + X  CXi- X2)) , v X I . X 2  E S . 
2 
Y d e  l a s  r e l a c i o n e s  C 1 >  y C 2 3 :  
íxi- x21L v f(xZ) rcxi> - f(x2) 
< === ) Suf i cl e n c i  3 
Por h i p b t e s i s  se t i e n e  que: 
f (Xl)  - f ( X 2 >  2 (Xi- xZ)l V f (Y2) 
Y vamos a demoi t r a r  que: 
f es convexa en S . 
S a n  XI. X 2  E S . como S es un c o n j u n t o  convexo: 
x3 = x x 1  + C I - X ~  x2 E S ,  V X E  [0,13 
como Xl y X 3  E S . entonces :  
f t X i >  - f ( X 9 )  (X1- xglL V . f ( X 3 )  , v A E [0.1] 
como X2 y X3 E S , luego:  
. . f(X2). - f ( X 9 )  2 (Y2- x ~ ) '  V f ( X g )  . v h E [0.1] . . . . .C3> 
. . 
Mul ti p l i cando  'la ' r .e laci  6n C23 por X . l a  r e 1  a c i d n  C3> por Cl -A3 . y sumando 
. . 
mirnibro a niienihro se t i e n e :  
Y como por l a  r e l a c i ó n  C ~ J :  X = A Xi + C 1 - X 3  X2 
9 
Luego: 
X f(Xi) .+ C l - A 3  f ( X Z ) .  2 f ( X  X + C 1 - X >  XZ) =. V X E [ 0 . 1 ]  . V X i . X 2  E C i . .  ' .  
. . ,  
. . 
. .  . ,  
. . .  
es decir:  . .  . 
. . .  
f es convexa e n  S. m 
Teorema N o .  5 
Se3  una f unci6n: f : S C LR" -> . 
Sea S un con junto convexo.  S F 0 . 
f convexa y continuamente d i f e r e n c i a b l e  s o b r e  el conjunto  S . X, e S . 
Sr t i e n e  entonces  que: 
f(X*) 5 f (X) < ===> (Y- xoiL V f ( X o )  >: O . v X E S 
Demostraci bn 
--- 
---> ) Necesidad 
Xo E S . y S es un conjunto convexo. luego: 
Por hi pbtes i  S: 
f (Xo) 5 f C X )  , V X  E S .  
de lis r e l ac iones  C i : ,  y (22: 
Por o t r o  l ado .  S  es convexo. entonces: 
X X + C 1 - X >  X e S . V X E S . V X E (0.11 
O 
y como f es d i f r r e n c i a b l e  e n  S . luego: 
f ( X a  + X CX - Xo)> f ( X o )  + X (X- xolL V f ( B )  
para algirn E (Xo , Xo + X (X - Xo)) , V X E S  , tl A E ( 0 , i J  
6 
para algún 63 E (Xo , X o  + A (X - Xo)) e V X E S , V X E (0 .17 . . .  (43 
D e  l a s  r e l a c i o n e s  C 3 >  y C42: 
0 S (x- xo>' v f(e> . para algirn 8 E (xo . x0 . .. - X 0  V X E S ,  
v X E (0.11 . 
1 uego: 
Lim ( X -  xo)' V f(e> 2 0 , para a lgún B E ( X o  . X + X CX - Yo)) . V  X E S . 
x+o* o 
Y como V f es continua en S : 
l i m  e 1 I (y- x0>' v f [ 2 0 . para s lgún  8 E (Xo . Xo + A (X - Xo)) , 
V X  E S .  
1 uego: 
(X-  xo)' V f ( X o )  2 O , V X E S . 
<=== ) Cufic ienci  a 
Como f es continuamente dif erenc íáb le  en S G IRn . luego f es d í f e r e p  
c i a b l e  en S 5 IRn ; adema3 S es un conjunto convexo y f es una función 
convexa en S ; por Teorema a n t e r i o r  se t i e n e  l u e g o  que: 
f ( X )  - f ( X o )  = ( Y - y o ) '  V f < X o )  , V X  E S .  
Pero por h i p d t r s i s :  
(X- x ~ ) '  v f C X o )  2 O , Y X E S 
l u e g o  de l a s  re lacione% (15 y (25: 
f(X) - f ( X o )  2 0 , V X  E S  
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08. - Corola r io .  
01. - El Proorani3 Matenistico No Linea l  
Def i n i  c i  6n: 
Un Programa Matenidtico N o  L inea l  c o n s i s t e  en  e n c o n t r a r  un vec tor :  
el c u a l :  
donde: 
1 f , g, : o?n - > R . i = 1.2.. . . . . . m ,  s on  f u n c i o n e s  con t inuas  en  LFn 
2) A 1  menos una d e  las f u n c i o n e s  f . gL . i = l. 2.. . . . . , n i  . es N o  L i n e a l .  
1) Si l a  f u n c i b n  o b j e t i v o  d e l  Programa M a t e n ~ t i c o  No Linea l  es d e  maxink 
zac i  bn. y c o n t i e n e  r e s t r i c c i o n e s  d e  i g u a l  dad. o r e s t r i  cc iones  d e  d e s i  
gualdad en  s e n t i d o  c o n t r a r i o .  se puede e x p r e s a r  en  l a  fornia a n t e r i o r ;  
no hay por l o  t a n t o  PBrdida d e  Genera l idad  al suponer  que el problema 
no  l i n e a l  sea d e  l a  f  orma dada. 
23 Si 1 a s  f unci anea f . sL . i = 1 .2, . . . . . . m ; son  1 i nea l  e a .  el prografiis 
matrmAticc. r e c i h r  el ncriore de Frogrw~a L i n e n L .  
3 3  Si las  func iones  f , gL . i = l,2.. . . . . .m . s o n  convexas e n  ' el 
programa n a t e r d t i c o  no l i n e a l  r e c i h r  el nombre d e  F'rogrwüi t f t l t e n l a t  ico  
flo L ~aecL Cenuexo. 
02. - Función Lagrangeano 
bf i n í c i  CM: 
Sea el progralre nutrmtitico: 
P : m i n Z = f C X )  
s .  a .  
g L C X )  S O . 1 = 1 , 2  , . . . . . ,  m 
X . 0  
s u  f uricibn layranyeano  se deno ta  con LCX.X) . donde: 
y los c o e f i c i e n t e s  X E LYf . i = 1.2.. . . . .  .m , r e c i b e n  el nombre d e  
L 
MuZ t ipl lccdnre3 de Lcgrdnge. 
Empleando l a  no tac ión  b t r i  c i d :  
el problema P se puede expresar matricialmente d e  l a  s i g u i e n t e  manera: 
P : m i n Z = f < X )  
S .  a .  
4CX) 0 
x > o  
m: 
m 
La Funcidn Lagrangeano: LCX. X) = f (X)  + 1 Xi gi<X) 
: = i  
cont i ene  n  + m var iab le s :  
13 L a s  n componentes del  vector  X . 
2> L a s  m var iab le s  A a soc iadas  a  l a s  m r e s t r i c c i o n e s  
1 
Drf i ni  c i  6r i :  
Cra el Progrsnij. MatrniAti co: 
Q : m i : ~ Z =  f (x) 
s .  a .  
su f uncibn Lagrangrano se d e f i n e  como: 
m 
L(X.h) = f (X) + 1 Xi 9,CX) , 
, = i 
= f  (X) + hL g<X) 
S e f i n i c i b n :  
Sr2 el Programa MatrmAtico: 
R : W x Z = f ( X )  
S. a. 
se puede expresar conio: 
m i n  -S = -f (X) 
X E R" 
su f unci Cin 1 agrangeano c r  rscri be: 
L<X , X) = -f (X) + hL g(X) , * E Rrn 
03.  - Teorema N o .  1 CCondi c l  dn d e  Ex1 s t e n c i  a d e l  P u n t o  d e  Si l  1 a3 
Sea el prngraJii3 n i a t e m a t i  co :  
P :  m L n Z = f ( X )  
5 .  a. 
l X 2 0  
t a l  que :  
13 f ~ >  Y g , ( ~ )  e S .  . . . . . , m , s o n  f u n c i o n e s  c o n v e x a s  s o b r e  el con 
j u n t o  c o n v e x o :  
2, 3 F 2 O , tal  que:  g (5 < O , v i = i ,2,. . . . . , n ~  .
Sr t i e n e  que :  
- 
X es = l u c i d n  O p t i m a  d e l  P r o b l e m  P  . si y s6lo si . 3 X 2 O . t a l  
O o  
q u e  p a r a :  
se cumple  que :  
L(X,. X) 5 L(Xo, X,) 5 L(X, Xo) * v X 2 O * v X 2 o 
bmostr  aci ó n  
<=== > 
Por h i p h t e s i s  se t i e n e  q u e  CXo.  Xo) es p u n t o  d e  s i l l a  d e  L(X. X) . 
y vamos a  d e m o s t r a r  e n  e+ta p a r t e  que  X es S-1 u e i b n  ópt in ia  d e l  P r o L l e -  
nm F. 
Corno (X0.XG) es p u n t o  d e  s i l l a  d e  LCX, A) , se t i e n e  por  d e f i n i  - 
c i 6 n  d e  p u n t o  d e  s i l l a  qxe:  
d e  donde: 
m 
Procedamos a h o r a  por el a b s u r d o ,  y supongamos q u e  p a r a  i = k . 1 5 k I n .  
o c u r r a  que: g (X ) > 0 . o s e a  q u e  Xo n o  s a t i s f - a g a  las r e s t r i c c i o n e s  d e l  k O 
F~obler fm F . 
De l a  r e l a c i b n  C23 . se t i e n e :  
A,: o ~ ( X ~ )  5 1 A: g i ( X o I  - 1 xi g i í X o ,  . A 2 v S 1 = i , z , .  . . ,ni 
i = i  i = l  
como: g k ( X o )  > O se t i e n e  d e  e s t a  ú l t i m a  r e l a c i h n  que: 
romo l a  r e l a c i  6n C 2 >  se debe  d e  v e r i f i c a r  V A 2 O , i = l. 2 , .  . . . . ,m , 
L 
se puede e l e g i r  medi a n t e  l a  r r l a c i ú n  C 3 3  un c o r r e s p o n d i e n t e  hk > O . 
1 S k 5 n . l o  s u f i c i e n t e n i e n t e  g rande ,  d e  modo que  l a  r e l a c i b n  C23 no 
se cumpl a .  
Por c o n s í  gui  e n t e :  gL(Xo)  5 0 . i = 1 ,2. . . . . . , m . 
Como X 2 O s a t i s f a c e  las  r e s t r i c c i o n e s  de l  Problenia P  , X es por l o  
O o 
t a n t o  Solucibn Factible d e l  Problema P . 
Resta deniostrar  q u e  X es s o l u c i 6 n  óptima d e l  Problema P ; veamos: co- 
O 
nio l a  r e l a c l  rin ( 2 3  2e cumple p a r a  t odo  >. 2 O . se ti e n e  en p a r t i c u l a r  
p a r a  A = O que: 
Dr l a  r e l a c i ó n  C 4 >  y t e n i e n d o  en  c u e n t a  que  A: 2 O 
se t i e n e :  
d e  l a s  r e l a c i o n e s  (5: y C m :  
y d e  l a s  r e l a c i o n e s  C & >  y C 7 > :  
. . 
. . .  , 
. . , 
O 
como A 2 O , i = 1 ,2 ,  . . . . . . m . se t i  e n e  d e  1 a re1 a c i  d n  C 8 > .  que: 
L 
f(XO) 5 f(X) , si g(X) < O , V X 2 0 . . . . .iQ> 
L 
l u e g o  de  l a s  r e s t r i c c i o n e s  Cd> y iQ: . se t i e n e  que: 
Xo es SoLuci6n Optima y Factible d e l  Problema P . 
- 
- 
---;. - ) 
En esta p a r t e  tenenlos conio h i p d t e s i s  que: X .  es s o l u c i ó n  óptima 
del Problema P . vamos a  demos t r a r  que  existe X 2 O . t a l  que: 
o 
(Xo.Xo) rs Funto  d e  C i l l a  d e  l a  f unción L(X.X) 
I Con este o b j  r t o  i e g u i  renios 1 os si g u i e n t e s  pasos:  
l a >  Sr d e f i n e n  2 c o n j u n t o s  d e  pun to% Kt y Kz . y demostrarenios que  son  
convexos.  
2'1 D e m o s t r a r e m o s  que  Kt y K2 s o n  d i s j u n t o s .  
3'3 Bzsado en  l o s  pasos  1-3 y 2-3 . haremos u s o  d e l  Teorema d e  Separ-  
c i d n  d e  Hiperp lanos  p a r a  a f i rn i a r  que  existe un Hiperp lano :  A Y = b 
que  s e p a r a  l o s  c o n j u n t o s  d e  pun tos  d e f i n i d o s  por Ki y KZ . 
4*> De l a  d e f i n i c i ó n  d e  K1 y 5 . y de l  r e s u l t a d o  o b t e n i d o  en  el paso  
3 , demostrare,moi que  l a  m a t r i z  A es p o s i t i v a  y s u  Pr imera  Compo- 
n e n t e  es E s t r i c t a m e n t e  P o i ; i < i v a .  
. . 
5'3 Basado en  el paso  4'3. J u s t i f i c a r e m O s  l a  e x i s t e n c f  a d e l  v e c t o r  X 2 0. 
8'3 Bizado  en  el p a r o  ~ ~ 3 .  y h a c i e n d o  uso d e  l a  h i p b t e s i s .  demostraremos 
que  (Xo.Xo) es Pun to  d e  S i l la  d e  L(X.X). . . 
FSI d e s a r r o l l o  d e  estos p a s o s  es como s i g u e :  
1 Consideremos e n  el e s p a c i o  LTmii , dos c o n j u n t o s  d e  pun tos  K* y K2 . 
d e f i n i d o s  d e  1 a si g u í e n t e  manera: 
donde f y qi . i = l .  2 , .  . . .ir, . s o n  f u n c i o n e s  c o n v e x a s  el> l a  r e g i b  
S d e  R". 
Vamos p r imeramen te  a i l e~ i io s t r a r  q u e  - K un c o n j u n t o  convexo.  
t 
Sr'a W = (m m . )  c 
Ki . 
. . . . . c1> 
O i 
Por de f  i n i c i ó n  d e  K : 3 X Z O / f ( x ~ )  S wo , g i ( X i )  L wi , 
i i 
i = 1.2 .  . .  . . m . 
Anal ogatnente:  Sea Z = (Zo ,5, . . . , Zn> E 
Ki . 
. .  ..C23 
Por d e f i n i c i ó n  d e  KI : 3 X Z O / f ( X 2 )  L Zo 
2 
. YL(X2) 5 Z, 8 
d e  l a s  r e l a c i o n e s  C13 y C23; y p a r a  X c [ 0.11  , se t i e n e  que :  
For o t r o  l a d o .  como f es una  f u n c i ó n  convexa:  
. Como tanibi Sn: gi(X) i = 1 ,2,. . . . . . .  es tanibi t-n una f unci  hn coinvexa; 
1 uego: 
i?e Cl3, C 2 2 ,  C 3 >  y Cd3 s e  h a  demos t r ado  que:  
W .  Z e K 1  --- - > X W + C 1 - X >  S E K 
1 
K es un c o n j u n t o  convexo.  
i 
V a n i o s  a h o r a  a d e m o s t r a r  q u e  K es t+mbi&n un c o n j u n t o  convexo.  
2 
Sea W = ( w . o  . . . . .  w >  E K . . . . .  
o 1 n 2 
.C5> 
Por d r f  i n i c i d n  d e  K2 : f.(XO) > oO . < O . i = 1.2 . . . . .  ni 
Oi 
. . . .  . Analoganiente:  Sea S = (2 ,S ,S ) E K . . . . .  ( E )  
O i n 2 
. . .  Por d e f i n i c i d n  d e  KZ : f ( X O )  > SO Z. < 0- i = l,?,. . m  
L 
* 
Consideremos:  X = X W + Cl-A> S X E [O,l] 
* 
6 e q u i v a l e n t e m e n t e :  X = X w Cl-X3 Z i = A , L  . , a , ,  
L 1 1 
A E [ O > 1 ]  , 
Conio. W .  Z E KZ , y A E [0.1] . se t i e n e  d e  l a s  r e l a c i o n e s  C53 y 
CB2 que:  
Tznibi+n d e  l a s  r r l a c i o n r z  CC:, y CG3.  y p a r a  'h E [ O , I ]  , %e t i e n e .  
f ( X o )  > O. ---  > X f ( X o )  ? h u O 
tsinbi en :  
i ( x  ) > Zo 
o 
suniando i ~ i i  rliibr o  a  n i i  embr o :  
A f ( X o )  + C1-A3 f ( X o )  > X  wo + C I  -XS k0 
--- ,' f ( X o )  > X U~ + C 1  -X> Z . . . . . i8:, 
O 
Dr l a s  r e l a c i o n e s  is:,, CBI, C.7) y CL33, se ha d e m o s t r a d o  que :  
. . 
. W = jo- ~ , a  ;o-) -e K -  2 = (zo.Z . .  . . .z > 
K2 
--- 
---> 
O i n 2 ' 1 n 
--- --'> K  es un. Con ju r> to  Convexo. 
2 
2') Vamos a h o r a  a demost r .a r  q u e  Ki y K2 s o n  c o n j u n t o s  d i s j u n t o s  
Por el a h s g r d o ;  SuponQamos que:  Ki n K2 F W . 
Como: u n K 2 # 0  
1 
Conlo. Y = (yo. y,. . . . . ym) e Ki , 1 uego: 
a) f(X) 5 Y, p a r a  a l g ú n  X 2 O . 
b> g,(X) 5 y, , i = 1 . 2 .  . .  . . .  m .  
AnAloganiente: Y E K , l u e g o :  
2 
c >  fCXo) > Yo 
j3 YL < O , i = 1 . 2  , . . . . .  m . 
I 
De l a s  r e l a c i o n e s  a >  y c 3 :  
f(X) S yo < f(Xo) ===> f (X) < f (Xo) , p a r a  a l g ú n  X 2 O 
. . . . . i 1 3  
Como X es s o l  uciSri b p t i  m a  d e l  Problema P : 
o 
f(Xo) 5 f(X) S V X 2 O  . . . . . i 2 3  
! 1 
Pe las r e l a c i o n e s  C1) y C 2 2 :  
fCXo1 < fUo) . 
l o  c u a l  es una c o n t r a d i c c i b n ;  como l a  c o n t r a d i c c i ó i >  pi-oviene d e  supo-  
n e r  que :  Ki n K2 # O , d e b e  de  o c ' u r r i r  l o  c o n t r a r i o ;  es d e c i r :  
Ki ri K2 = 0 . 
3'3  V a m o s  a d e m o s t r a r  e n  esta p a r t e  que 3 X i- O . 
O 
De l a s  p a r t e s  1'3 y 2 * 3 .  Se t i e n e  que :  Ki y KZ s o n  c o n j u n t o s  con-  
vexos  y d i s j u n t o s ;  por  Teorema d e  S e p a r a c i b n  d e  H i p e r p l a n o s .  se t i e n e  
que:  
3 uri H i p e r p l a i n n :  A Y - b , A c M 
l x m t i  
(R) S 0 
l ? m + i  ' b e R-{O} , 
1 uego: 
Coriin: Y = 
. . . .  2 < Y ,~~Y,,,Y~~+. * 'm2' E K 2 
1 uega :  j O . i = 1.8 . . . . . . .  m . Yi 2 
y la r r l a c i h n  C13 i r  verifica V yLi E R  . i = 0.1.2 . . . . . . .  11) . y 
- 
. . . . . . . .  V y i 2  E L P  i = 1.2  n i .  
4*3 Corno: A = Caoba . . . .  .a . . . .  ,a ) . suponganios que exi-te i f i  d a .  1 L m n 
O 
F.& l a  1-elacibn C I S  del  paso a n t e r i o r :  
1#1 
O l 
y t en i endo  acd en cuenta  l a  r e l a c i d n  513 a n t r r i o i  . 
luego ,  l a  r e l a i d n  C13 de  pase  5 - 2  se v e r i f i c a  para  v e c t o r e s  YZ . t..& 
1 e5 que s u  couipoi-iente 
'i 2 
s a t i s f - a g a  l a  r e l a c i d n  CS'. 
o 
Por o t r o  l a d o .  coii~o Y E K se puede 21 egi r un col- resporidi e n t e  ve& 
2 2 '  
t. or Y 2 , cuya i -&sinla componente, 0 i i i 11 s e a  taii  pequeña c g  o 0 
iiio s e a  p.jc;ible. d i  tal manera que l a  r e l a c i t r i  CS3 no sr cuilipla. 
Coricluiriios entoricei  que debe de  s e r :  A = (ao.a i . .  . . . a i  . . . . , a  ni ) 2 C) . 
O 
Como l a  r e l a c i b n  C l >  d e l  paso 3 O 2  se v e r i f i c a  tcarnbién para  l o s  puritos 
que se e~íciiei-itrai-i e1.i l a  Froi-itei-a d e l  con jun to  K , se tieiir d e  l a  i-g 
2 
l a c i h n  C l >  d e l  paso 3 O 2  y d e  l a  r e l a c i d n  C 3  : 
a  f ( X )  + a  g i (X)  + . . . . .  + a  y m ( X )  2  a  f ( X o >  ' f X  2 0  
O 1 m O 
V a .  2 0 . i = 1 . 2  . . . . . . .  1 1 , .  . . . .  . i d 3  
1 
l Va11io-r ahora  a  dernnstrar que a  es: estr i  ctamerite posi  +-.i va. 
o 
Por el absurdo: Supongainos a  = O ei-i l a  r e l ac ih r i '  5 4 2  se tiel-ir 
O 
entonces  : 
, '  
Conio por h i p b t e s i s  exis te  algiiri X 2 O , digamos X , para  el cual: 
. i = 1 . 2  . . . . . . .  r,, ; y : a .  - 0  . = 1 . 2 .  . . . . .  .m . 
Pe l a s  r e l a c i o n e s  5 5 3  y Cf3S se s i g u e  que: 
l o  cua l  es una con t r ad i cc ión .  1 1  
Como l a  con t r ad i cc iún  proviene de  suponer que a  = O . y es a 1 O , 
o  O 
debe por- l o  t a n t o  de  ser: a  > O . O 
O O 5*> Veamos ahnra  l a  e x i s t e n c i a  de l  \rector. . = (X ~ 2 .  . . . . 
i' 
, h ) ? O  
O m 
Conio a  > 17 . d iv id i endo  iiii emhro a niieiitbru l a  r e l a c i  ón Cd) por a .se 
O O 
ti ene: 
, queda j u s t i f i c a d a  la 
exis te incia  de l  vec tor  X . 
no) En l a  r e l a c i ú n  C13 se t i e n e :  
En p a r t i c u l a r .  para. X = X  2 O : 
o  
f(X0) + A; giCX03 + . . . omCX0) fUO) 
4:; 
Corno: L ( x ~ . x ~ )  = f (xo)  + A: yi(xo) + . . . . . + g,(xQ) 
1 
. . . . i i >  
se t i e n e  d e  estas 2 ú l t i m a s  r e l a c i o n e s  q u e :  
L(XQ. Xo? 2 f ( X o )  
Por  o t r o  l a d o .  d e  l a  relacibri iB2  se t i e n e :  
y c o m o  p o r  h i p b t e s i s  es: 
Luego:  
d e  l a s  r e l a c i o n e s  i J> y i d > :  
y d e  l a s  r e l a c i o n e s  C12 y < S > :  
P o r  o t ro  l a d o .  co ino :  
ClLcx0) 5 0 para X l u  1 , r = 1 , 2  . . . . . .  .nr L 
se t i e n e :  
1 uryn: 
Por otra  p a r t e  se t i e n e  d e  l a  r e l a c i d n  (11 d e l  p a s o  y d e  l a  r e l a  
c i b n  ( 5 3 :  
--- - > L ( X . h o )  ? L ( X o , X O )  V X 2 0  
y b e  l a s  r e l a c i o n e s  CB3, C73 y C83: 
L ( X O ,  A) I L ( X O ,  Xo> 5 L ( x . X ~ )  V X 1 0  , V A - o ,  
- y -  
-- > c X O . h O )  es, P u n t o  d e  S i l l a  d e  L ( X . X )  
EJEMPLO: Se s a b e  que :  ( X o 0 )  = (x: . X O  , hl . A:) 
2 
1 3  2 , z .  l 
es P u n t o  d e  S i l l a  d e l  Lagranyeano d e l  Prugrania Mateniati c o .  
m i n  z = (xi - 1)' + (x, - 2)' 
S. a. 
- X i + X  S 1 
2 
Xi + Xz 5 2 
X 2 0  
i 
X2 2 o 
usando  el Teorema d e  E x i s t e n c i a  d r  P u n t o  d e  Si l la .  c P o d r í a  drtei-iiii- 
na r  s u  s o l  u c i b n  Optinp. 3 
SOLUCI ON: 
Se t i e n e  que :  
1) La f u n c i d n  o b j e t i v o  y las r e s t r i c c i o n e s  s o n  f u n c i o n e s  convexas  e n  R* , e n  
p a r t i c u l a r  l o  s o n  e n  el 1er. C u a d r a n t e .  
2 3 X = (X . X ) 2 0 , d i  gamos por  r jenipl  o: (Xi ,  X2) = (@,1/*2) , t a l  q u e ;  
i 2 
p a r a  : 
Y :  
se t i e n e :  
h l a  h i p b t e s i s  de l  Problema. y d e  l a s  cond ic iohes  1 >  y 25 , se t i e n e  poi. 
Teorema d e  e x i s t e n c i a  de  punto  d e  s i l l a  qur: 
x o = <x:. x:> = [ ; . g ] e. ~ d u i i 6 n  ..tima de1 ~ r o g r a m a  ,atem,,ico 
dado. I 
04. - Teorenia No. 2 C C o n d i c i  ont?s d e  Kuhn-TuckerS 
Sea el Progl-ama Matrnutico N o  L i n e a l :  - 
P : min Z = r'(X) 
s .  a .  
donde:  f . gL : S c R" - > R . i = 1 , 2  . . . . . .  , m  . 
Son f u n c i o n e s  c o n v e x a s  y c o n t i n u a m e n t e  d i  r 'e renci  a b l  es e n  el c o n  j u n t o :  
el puinto (X O,XO) / a 3  X O  E S 
b 3 X  2 0  
O 
es P u n t o  de  Silla del. L a g r a n g e a n o  L(X. X) : 
m 
D e m o s t r a r i  b n  
--- 
l 
---> ) C o n d i c i  bn Necesaria 
V a l n o s  a d e m a s t r a r  e n  esta p a r t e  q u e .  si (XO,X ) es p u n t o  d e  s i l l a  
O 
d e  L(X.X) . l u e g o  (Xo,XO) sa t i s face  l a s  c o n d i c i o n e i .  de  Kuhn-Tucker .  
IS Como (Xo,Xo) es P u n t o  d e  S i l l a  d e  L(X.X). se t i e n e  p o r  d e f i n i c i u n  d e  
P u n t o  d e  C i l l a  q u e :  
En p a r t i c u l a r ,  p a r a  X = X + h  e.  2 O . V j = 1 - 2 .  . . . .  1 1  . Y v h > O 
O J 
se t i e n e :  
L(XO.XO) 5 L(Xo + h e  , Xo) , V h >  O , V j  = l , S  . . . . . . .  n .  J 
Luego: 
Como L(X. X) es d i f  e r e n c i a l l e  e n  <Xo. Xo): 
LCXo + h  e . A ) - L(Xo, Xo) 
J o  
3 l ~ n r  2 O , V j = 1.2.. . . , n  
h+o+ h  
Luego: 
con l o  c u a l  se v e r i f i c a  l a  I r a .  c o n d i c i b n .  
113 Vanios a h o r a  a den ios t r a r  l a  2da .  coi-idicibn d e  Kuhn-TucLer: 
o  o o  o  Por h i p d t e s i s  es X = { X i . X  = . . . . .  X , . . . .  xn ) 2 
o J 
Es  d e c i r :  
T e n i e n d o  e n  c u e n t a  este r e s u l t a d o  y l a  c o n d i c i h n  13 a n t e r i o r ,  l a  con-  
d i c i b n  11) e q u i v a l e  a  d e m o s t r a r  el s i g u i e n t e  r e s u l t a d o :  
Xo' 9 L(Xo.Xol 
j = O , V j = 1 .2  , . . . . . ,  n  
S x .  
J 
o Conio: X . ? O , V j = l . E , .  . . . . , n  . es60 i i i i p l i ca  2 p o s i b i l i d a d e s :  
3 
Veanios. 
1> Sea :  1 5 j 5 n  ; si X O  = O . es c l a r o  que :  
3 
X o 9 LCXo'X0) 
J = O p a r a  1 S j S n  . 
S L(Xu.ho> 
Z> S r a :  1 S j 5 n  ; si X0 > O  . d e b e  de s e r :  = O 
3 S X 
1 
9 L(X*'h0> 
Por el a b s u r d o .  supongamos que: # O p a r a  a l g ú n  
8 X 
j = 1 , 2  , . . . . . .  ir . I \ 
Conio d e  l a  c o n d i c i b n  1) a n t e r i o r  es: 
R e s u l t a  d e  e s t a s  2 ú l t i m a s  h i p ó t e s i s :  
y como poi- o t r o  l a d o .  L(X,X) es c o n t i n u a i n e n t e  d i f e i - e n c i a t l r  e n  
(Xo,ho) . se t i e n e  c o n s i d e r a n d o  l a  a n t e r i o r  r e l a c i d n  q u e  
- 
3 i i r r r  
- 
> O p a r a  a l g ú n  j = 1 , 2 . .  . . , n . 
h-to h 
y por  Teorema d e  e x i s t e n c i a  d e l  ~ 1 n i i t . e '  L a t e r a l ,  3 h < O t a l  que:  
L(Xo + h e . ho)  - L(Xo.Xo) 
J 
j O , p a r a  al girin j = 1 - 2 . .  . . , n . 
h 
d e  donde: 
" L(X o. + h e .  . Xo) - L(Xo,Xo) < O , p a r a  algcjn J = 1 , S . .  . . . . .n J 
" 
r5 
L(Xo + h e  . ho) < L(Xo,Xo) . p a r a  a lg i rn  j = 1.2 . . . . . . .  n  . 
j 
b  
L(X , Xo) i L(Xo. A*) . p a r a :  = X 
o * h e J  ? O , y a l g ú n  
j = 1.2, . . . . .  , n  . 
l o  c u a l  es una c o n t r a d i c c i b n  . p u e s  L(X. Xo) se miniiiiiza e n  
X = X  v x - O .  
O ' 
Como 1 a  c o n t r a d i  c c i  dn pi-ovi e n e  d e  s u p o n e r  que :  
8 L(Xo,Xo) 
. . . . . .  . F' O p a r  a 31 gfin j = l , 2 . .  n d e h e  d e  ser por  
8 X 
J 
l 
l o  t a n t o :  
d e  d o n d e :  
F i n a l m e n t e  d e  l a s  c o n d i c i o n e s  i >  y 23 : 
q u e  es l o  q u e  se q u e r l a  d e m o s t r a r  
1 
1113 V a n i o s  a d e m o s t r a r  e n  esta p a r t e  l a  3ra. c o n d i c i b n  d e  Kuhn-Tucker:  
como: 
( X o . X o )  es punto  d e  s i l l a  d e  L(X.X) . luego :  
" 
por o t r o  l a d o :  
y debe d e  demos t r a r s e  que: 
rroceda~iios por el absurdo .  es d e c i r .  supongamos que:  
8 L(Xo.Xol 
= gICXo) 5 O a p a r a  a l g ú n  i = 1 . S ,  . . . . , ni . 
o X 
L 
digamos i 
o  ' 
1 5 i 5 m . t a l  que:  
o  
l 
d e  l a  r e l a c i b n  C 1 3  se t i e n e :  
m 
t e n i e n d o  e n  c u e n t a  l a  r e l a c i ú n  Cd3 e n  esta ú l t i m a  r e l a c i e n :  
r # r  
X O 2 , p a r a  a l g ú n  
I 
o 9, C X 0 )  ' 
o  
1 - n i  
o  
. . . . . C 5 3  
l o  c u a l  es una  c o i i t r a d i c c i b n ;  y a  q u e  d e  l a  r e l a c i ú n  1 : X 2 O . 
1 
55 
V i = 1 . 2 .  . .  . . . m  . 
Y podrianios  s e l e c c i o n a r  acA X t a n  g r a n d e  como se q u i e r a ,  d e  modo 
1 
o 
q u e  l a  r e l a c i h  ( 5 )  n o  se v e r i f i q u e  
8 L(X*.Xo) 
Como l a  c o n t r a d i  c c i  6n p r o v i e n e  d e  s u p o n e r  que :  5 O , p &  
8 X 
r a  al gun i = l , 2 . .  . . . . , m  , d e b e  po r  1 o t a n t o  d e  s e r :  
IV3 En esta p a r t e  drmost ra ren ios  l a  4 t a .  c o n d i c i b n  d e  Kuhn-Tuckei-: 
como CXo.Xo) es p u n t o  d e  s i l l a  d e  L(X.X) . l u e g o  por Troreiiia a n t e  
r i o r :  
< === ) Condi c i  un S u f i c i e n t e  
3 
En esta p a r t e  deniostrarenios  q u e  si (Xo,Xo) satisface l a s  c o n d i -  
c i o n e s  d e  Kuhn-Tucker . e n t o n c e s  (Xo,Xo) es p u n t o  d e  s i l l a  de  L(X. X) 
Tenemos por  h i p b t e s i s  q u e  : f . g ,  : S c IR" -> iR , i = 1 2  . . i n  , 
son  f u n c i o n e s  c o n v e x a s  e n  S ; conio L(X. X) es combi n a c i h n  1 i n r a l  p o s i  ti- 
va d e  f u n c i o n e s  c o n v e x a s  e n  S . l u e g o :  
rn 
L(X , X )  = f(X) + 2 X g,(X) es f u n c i p n  convexa  e n  S , Y X E S , 
1 = 1 
En p a r t i c u l a r :  
L(X,X ) es una f u n c i d n  convexa  e n  S . p a r a  X = X 2 O f i j o  
O o 
& estos d o s  131 ti iiioz r  e s u l  t a d o s  . y d e l  Teorema N o .  4 d e l  ?apl  t u1 r, 11 : 
coma (X . X  ) s a t i s f a c e  l a s  c o n d i c i o n e s  de  Kuhn-Tucker, -e t i e n e  por  h ipS 
o o 
-
tesis 1 : 
y como X E S , se t i e n e  d e  esta ú l t i m a  r e l a c i 4 n :  
r e e m p l a z a n d o  los r e s u l t a d o s  d e  l a  h i p b t e s i s  11 , y l a  r e l a c i h n  ( 3 )  e n  l a  
re1 a c i ó n  C 2) ; 
se ti e n e :  
L(X , A 0 )  t L(XO, A*) , v X E S . . . . c 4 3  
l 
Por o t r o  l a d o  d e  l a  r e l a c i b n  C13 . Se tielle e n  p a r t i c u l a r  p a r a  X = X 
O. 
que:  
LCXo.X) es u n a  f u n c i 4 n  c o n v e x a  V X 2 O . 
Anal o g a m e n t e :  
L(Xo, h) es con t inuan ie i . i t e  d i f e r e n c i a b l e  V h i O y l i n e a l  e n  X . 
d e  estas 2 ú l t i m a s  r e l a c i o n e s .  y del Teorema N o .  4 del C a p i t u l o  11 : 
l Por h i p C l t e s i s  111. como (Xo .X ) s a t i s f a c e  l a s  condicior- ies  d e  Kuh1.i-Tucker: 
O 
y como A 2 O . se t i e n e  d e  esta Úl t ima r e l a c i 6 r i :  
.- 
5 eemplazando los  r e s u l t a d o s  d e  l a  h i p ó t e s i s  I V  y d e  l a  r e l a c i d m  CD> e n  l a  
r e l a c i e n  5 5 3 ;  se t i e n e :  
1 
L ( X o , X )  L C X 0 . k o >  , V A 1 0  
de  las  r e l a c i o n e s  C43 y C 7 3 :  
luego. ( X o . X o )  es p u n t o  d e  s i l l a  d e  L(X.X)  . 
1 2  De l a  cond ic i r )n  I V  d e  Kuhn-Tucker: 
ya q u e  t o d o s  l o s  s u m n d o s :  x0 g,(xo) L V i = 1.2.  . . . . .  ,m . 
O 
son  d e l  mismo s i g n o :  A ? O  y gI(Xo) < O , V i = 1 . 2  . . . . . . ,  m . 
23 Del r e s u l t a d o :  
se establece que:  
a l  Si l a  1-esirna r e s t r i c c i d n  n o  esta s a t u r a d a ;  es d e c i r .  s i :  g,(XO) < O . 
p a r a  a l g ú n  i = 1 . 2 , .  . , . . .m; s u  mul ti p l i  c a d o r  a s o c i a d o  X es n u l o .  
i 
gL(Xo) < O ===> X = O  , p a r a  a l g ú n  i = 1,2 , . . . . . .  ni . 
I 
l bS Si l a  i -&sima' r e s t r i c c i d n  esta s a t u r a d a ;  es d e c i r .  s i :  Yi(Xo> = 0 t 
p a r a  a l g ú n  i = 1 .2 . .  . . . . .m; s u  niul t i p l i c a d o r  A.  a s o c i a d o  es n o  n e y a t i  - 
VD: 
gi(Xo) = O ===> A. 2' O  , p a r a  a l g ú n  i = 1 . S , .  . . . . .ni . 
L 
EJEMPLO No. 1 : .% 
O 1 \ 
V e r i f i q u e  si el Pun to :  ( X o . A o )  = (x: , X: , X I  , A:) 
es F u n t o  d e  Si 11 a de l  L s g r a n g e a n o  d e l  P r o g r a m a  : 
m r n  z = <xi - 112 + (xZ - S)' 
s. a. 
- X i  + X2 5 1 
< 2 Xi + Xz - 
Xi 2 O 
X ' O  
2 
SOLUCI ON: l 
Van io s  a l-iacer- 1 a vrri f i c a c i b n  r e s p e c t i  va d s a n d o  1 as c o n d i  ci or ies  d e  Kuhri-Tucker 
Tenemos p r i m e r  a m e n t e  u n  P r o g r a m a  M a t e m A t i  co Convexo.  d o n d e  1 a f u n c i  hn obj e t i  v o  
y l a s  r e s t r i c c i o n e s  s o n  f u n c i o n e s  c o n t i n u a m e n t e  d i f e r e n c i a h l e s  e n  . e n  p a r  
t i c u l a i -  10 s o n  e n  el I rr .  C u a d i a n t e .  
Teiieliios a h o r a  1 a f ui ic i  iin L a g r a n g r a n o :  
y se o b s e r v a  q u e  : 
es d e c i r ,  se cumple l a  Ira. c o n d i c i h n  d e  Kuhn-Tucker 
y se cuinplr  l a  2da .  c o n d i c i h n  d e  Kuhn-Tucker. 
y se t i e n e  que :  
y se cumple  l a  3 r a .  c o n d i c i S n  d e  Kuhn-Tuker. 
= COI COI + C1> (0) 
= O I 
y se cuiiiple l a  Ata. coi idiciUn d e  Kuhn-Tucker 
' Dr l a s  coi . id ic iones  1 3  , 2 . 33 y 43 : 
(x,,h,) = [ $ u  es P u n t o  d e  S i l l a  d e l  Lagrangeano  d e l  Programa 
MateniAtico dado.  
EJEMPLO No. 2: 
Dado el Programa MaternAtico: 
mLn z = - ( X  - 1)' 
s. a .  
x 5 2  
. X 2 0  
1 > Ha1 l a r  s u  sol u c i d n  u p t i  nia. 
21 Usando l a s  c o n d i c i o n e s  d e  Kuhn-Tucker s! E s  p o s i b l e  asegurar  l a  Optimalidad 
d e  l a  sol u c i 6 n  h a l l a d a  e n  el paso  a n t e r i o r  '7 
SOLUCI ON 
1 )  Hagamos f ( X )  = - ( X  - 1)' , 0 5 x 5 2  
Sean X . X  E [ O , 2 ]  / X 1 < X  ===> x - 1 
1. 2 2 1. < X - 1  2 
--- 
---? (X1. - 1 ) 3  < (X2 - 119 
--- 
---> f es d e c r e c i e n t e  e n  [ 0 ,2 ]  ===> f toma s u  VaLo l '  Ni,ritm e1-i X o  = 2 ; 
Y 
min Z = min - (X - 1)' - c z  - 1,' = -1 
Otra manri-a d e  h a l l a r  el Mininio: 
fCX)1 = 
- (X - g9 
f ' ( ~ )  = - 3 ( X  - 1 1 2  0 , v X E [ O , S ]  
) 
===> f (X)  es d e c r e c i e n t e  e n  0 ===> f tom s u  Valor M i n ~ n s  e n  X o  = 2 
---j min  - (X - 1)= = - (2 - l > s  = -1 -
23 Tenemos q u e  rl Lagrar igeano del Programa M a t e m A t i c o  e3: 
y 1 a s  c o n d i  c i  o n e s  d e  Kuhn-Tucker s o n :  
Si c o n s i d e r a m o s  el Vector (Xo.X,) = (1 .O) , vemos c l a r a m e n t e  q u e  se sg 
t i s f a c e n  l a s  cond ic i c ines  d e  Kuhn-Tucker , p e r o  n o  podenios a s e g u r a r  q u e  
X o  = 1 sea s o l u c i ú n  bpt inia  d e l  Progranla d a d o ,  d e b i d o  a q u e  l a  f u n c i b n  o b j g  
l l 
t i v o  n o  es convexa .  
OS- Trorenia No. 3 CCondiciSii S u f i c i e n t e  p a r a  q u e  un P u r ~ t o  (Xc,.X ,) s e a  S o l u c i b n  
@ t i m a  d e  un Programa MateniAtico Convexo) 
..* 
Sea e1 Programa Matemático : 
P  : m í n Z  = f(X) 
S.  a .  
gl ( X )  I O . .L =, 1.2,. . . . . . i l i  
X > O  
donde: f . g L  : S c LRr' - > IR 
s o n  f  unc i  o n e s  c o n v e x a s  y c o n t i  riuaniente d i  f e r e n c i  a b l  es e n  el c o n j u n t o :  
S = { X  = < x < . x  2 . . . .  . x  e L R ~  x 1 o , i = 1 . 2  . .  , n  
n 1 } 
si el p u n t o  ( X o . A o )  s a t i s f a c e  las c o n d i c i o n e s  d e  Kuhn-Tucker, e n t o n c e s  
X es sol u c i b n  S p t l  ma d e l  p rob lema  P  . 
o  
Demos t r  a c i  bii 
Tenemos corno h i  p b t e s i  S q u e  C X o  , A*) s a t i s f a c e  1 as c o n d i  ci  o n e s  d e  Kuhii-Tuc 
k e r ;  vanios a  d e m o s t r a r  q u e  
x o  
es S o l u c i b n  Optinia d e l  Probleliia P  . 
Se s a b e  que:  L(X, A) = f ( X )  + kL g(X) es f u n c i b n  convexa .  por  ser combi_ 
nac iSn  l i n e a l  n o  n e g a t i v a  d e  l a s  f u n c i o n e s  c o n v e x a s  f  (X) y g(X). V X e S . 
l 
V X 2 0 .  
En p a r t i c u l a r .  p a r a  A = A. f i j o :  
L(X, ho) = f ( X )  + g(X) es f u n c i b n  convexa  V X e S . . . . . C 1 2  
como X = X f i j o ,  hagamos: 
O 
x = L(X,Xo) 
Dr l a s  re lac iones  C13 y CS3 : 
= f(X>+ 1 h " g ( X )  I L , V X E S  
i = i  
Por h ipb tes i s :  
g L ( X >  5 @ o Y X 2 0  
1 
Luego: 
v x e s  
de l a s  relacioi.les i33 y id> : 
v x e s  
por otiXo lado: 
m 
o 
1 = l 
Luego: 
Por h i p S t r s i s  y 
Condi c i b n  I V  d e l  
Teoi-e~ia  a n t e r  i oi- 
+ 
De la& r e l a c i o n e s  C 1 >  y C2>; se t i e n e  q u e .  coiiio f ( X )  es fu r i c ihn  convexa  
l y c o n t i n u a m e n t e  d i f e r e n c i a b l e .  V X E S , V A ? O , l u e g o  po r  Teoi-enla 
I 
No 4 d e l  C a p i t u l o  11: 
l o  qub  por  l,a r e l a c i d n  C2> se puede  e x p r e s a r :  
Coiiio lpor h i p b t e s i s  y Cond ic ibn  1 d e l  Teore~im a n t e r i o r :  
y por  h i p o t e s i s  y Cond ic iSn  11 d e l  Teorema a n t e r i o r :  
1 uego:  
6 :  
.% f C X 0 )  5 ?(x) 
l a s  l L e l a c i o n e s  C%> . C 7 2  y <S>:  
f c x 2  = f(x0) 5 ?(x) f C X >  , V X  E s  
O 
1 uego  : 
I'CXo> 5 f C X >  , V X E S  
es d e c í b :  
1 3  Dc l o s  d o s  í ~ l t i m c o i  Teoi-enias que  aeabamaop da deinasthar i se e s t a b l e c e  
que  1 as c o n d i c i o n e s  de Kuhn-Tucker s o n  c o n d i c i o n e s  n e c e s a r i  as y su f  & 
c i e n t e s  d e  o p t i m a l i d a d  ~ l o b a l  , p a r a  el c a s o  d e  un Prograiiia Mateinat ico 
Convexo No L i n e a l  . 
23 En g e n e r a l  . 1 as c o n d i c i o n e s  d e  Kuhn-Tucker s o n  c o n d i  ci  o n e s  n e c e s a r i  a s  
" 
y n o  s u f i c i e n t e s  d e  o p t i m a l i d a d  g l o b a l  
33 En el c a s o  &e Prograiiias Convexos y Dif e r e n c i a b l e s .  la': c o n d i c i o n e s  d e  
Kuhn-Tucker y d e  P u n t o  d e  S i l l a  d e l  Lagrangeano  c o i n c i d e n .  y n o  se d i -  
f e r e n c i a n  mas q u e  e n  l a  8 - p r m .  u t i l i z a d a  p a r a  e n u n c i a r  l a s  misiiiac: condi_ 
1 . / 
c i  o n e s  n e c e s a r i  a s  y s u f i c i e n t e s  d e  o p t i  m a l  i dad  g l o b a l  . 
Por l o  t a in to  , e n  t a l  es c o n d i c i o n e s  d e  d i  f e r e n c i  a b i  1 i dad  y c o n v e x i d a d .  
c o i n c i d e n  l o s  c o n j u n t o s  de :  
a3  S o l u c i o n e s  Optinias d e  Programa.  
b3 P u n t o  de Si 11 a d e l  Lagrangeano.  
c3 S o l u c i o n e s  d e  1 as C o n d i c i o n e s  d e  Kuhn-Tucker. 
EJEMPLO: S a b i e n d o  que:  (Xo. Xo> = CX; . X: . X: , x:)
S 
es P u n t o  de S i l l a  d e l  Lagrangeano  d e l  Programa M a t e r n a t i  c o  
SOLUCI OI.4 
Conio el Proyi-aiiia ~ a t e x - h i ~ t i c o  dado  es convexo .  y l a  f u n c i d n  o b j e t i v o  y l a s  r e s -  
t r i c c i o n e s  s o n  func ionec :  c o n t i n u a m e n t e  d i f e r e n c i a b l e s  e n  , en p a r t i c u l a r  
l o  s o n  e n  el l r r .  C u a d r a n t e ,  se t i e n e  l u e g o  por  el Teorrnm q u e  acabaiiios d e  
v e r  que :  
o = (x;.x O) = (1/S , 3/73 es sol u c l  bn d p t i  ma d e l  Prograina M a t  emati c o  2 
dado.  
l 08. - C o r o l a r i o  
Con l a s  n i i s m a s  c o n d i c i o n e s  del Teorenla a n t e r i o r .  si (Xo,Ao) es P u n t o  d e  
S i l l a  d e  L(X. A) ===> L(Xo, A*) = f(X,) . 
ikmostr a c i  A1.i 
ln 
Como ( X o . X )  es P u n t o d e S i l l a  d e  L(X.h) = fEX) + 1 X g(X) 
o  L I 
L = i  
se t i e n e  por l a  I V  c f i n d i c i  SI> d e  Kuhn-Tucker: 
Luego: 
L(X,,tX,,> = f l X , , )  
La búsqueda  d e l  op t in io  d e  Programa MatemAtico Convexo: 
g, (X) I O . i = 1.2, . . . . . ,  m 
X E C  
q u e d a r &  r e s u e l t o .  si es p o s i b l e  e n c o n t r a r  un P u n t o  d e  S i l l a  (Xo ,A , , )  d e  s u  
L a g r a n g r a n o ;  ya q u e  si (Xo.Xo) es P u n t o  d e  C i l l a  d e  s u  Lagi-aisgeano, el 
Vec tor X o  e=; Opt imo Globa l  d e l  Programa.  
-- ------ --- 
UNA FORMA DUAL NO LINEAL : EL D U A L  MINIMAX 
01.. - I n t r o d u c c i b n .  
02. - Drf i n i  c i  6n  d e  Funci  6n  Dual . 
03. - Teorema d e  Concavidad  d e  l a  Func ión  Dual .  
04. - Teorenia d e  R e l a c i ó n  e n t r e  los V a l o r e s  Optirnos d e  l a  Func ion  Dual y d e  l a  
Funci  Sn O b j e t i  v o  d e l  Programa MatemAtico P r i m a l .  
05. - Teor e n i a  d e  Di f e r e n c i a b i l i d a d  d e  1 a Funcicjn Dual . 
08. - D r f i n i c i 6 n  d e  Programa Dual MinimAx. 
l 07. - Tecren~a  d e  R e l a c i h n  Fundaniental  e n t r e  l o s  Prograinas  P r ima l  y Dual .  
06. - A p l i c a c i o n e s .  
UNA FORMA DUAL NO LINEAL: EL DUAL MINIMAX 
- I n t r o d i i c c i b n  
Tal coho  se puede  e $ t a b l e c e r  d e  los  teoremas a n t e r i o r e s .  el Probleiila d e  
h a l l a r  el ó p t i m o  d e  un Programa MatemAtico queda  r e s u e l i o ,  si es p o s i b l e  
e n c o n t a r  un P u n t o  d e  S i l l a  d e  s u  Lagrangeano;  ya q u e  si ( X o . X o )  es P u n t o  
d e  S i l l a  d e l  Lagrangeano,  el v e c t o r  X es bp t imo  g l o b a l  d e l  Programa M a -  
1 o 
temáti <:o. 
E l  Froblenia d e  búsqueda  d e l  P u n t o  d e  S i l l a  d e l  L a g r a n g r a n o ,  c o n s i s t e  e n  
niininii;!ar el Lagrangeano con  r e s p e c t a  d e l  v e c t o r  X , supo i i i endo  q u e  el 
v e c t o r  X se f i j a  e n  s u  v a l o r  ó p t i m o  X = X . 
o 
La d i f j c u l t a d  a s o c i a d a  con esta m i n i n d z a c i b n  e s t a  e n  q u e  n o  se c o n o c e  
a  p r i o i u i  el v e c t o r  bpt inio X d e  l o s  mul t i p l i c a d o r e s  X . l o  c u a l  perrni t i  
o 
r i a  s u i i t i t u i r l o  e n  i..(X.X) , y d e  esta manera se o b t e n d r í a  una  f u n c i ó n  d e  
p e n d i e r i t e  s o l a m e n t e  d e l  v e c t o r  X ; p a r a  r e s o l v e r  esta d i f i c u l t a d .  se es- 
1 
tudiar!; el conipor tamiento  d e l  mlnimo d e  L(X ,X> c o n  r e s p e c t o  a X , e n  
f u n c i b i i  d e  los  v a l o r e s  d e  los  i n u l t i p l i c a d o r e s  X ; es d e c i r .  e n  vez  d e  
c o n s i d & r a r  un t i n i co  v a l o r  X d e  l o s  m u l ~ i p l i c a d o r e s  X , q u e  g e n e r a l m e n t e  l o 
170 es conocido a FI - io r i  . estudiai-emos el v a l o r  d e l  n~lninio de l  Lagraisye- 
no coii r e s p e c t o  a X . para  t odos  l o s  X 2 O 1, osea .  conlo fuilcitin d e  los - 
v a l o r e s  de  l o s  m~_ i l t i p l i cado re s  X . 1 
Coi? este o b j e t o  se def i r ie  prrviameil te  l a  funci61i  h . det-ioiniriada F u n -  
c i t i ~  LWci  L del  PI-ograiiia consi  derado ,  coiiio aque l  1 a f unci L?n que hace  cai-i-rc;- 
porider a cada vector- d e  mul t i p l i c a d o r r s  X 2 O . e1 m1 n i  NI* del  Lagi--aiigea- 
no .L{X .A )  con r e s p e c t o  a X c S ; e s t o  e s :  
h(X) = miiz  L(X.X) 
x c s  
\ 
a pa i - t i r  de  este coricepto se d e f i n e  l a  ~ A r t n u  DduL Mi?ritrrdx d r l  Programa 
MateinAtico No Li iieal : 
2 
y 1 uego se estall  eceri s u s  propi  edades  con r e s p e c t o  a l  Frogr ama M&t..rntdt+i 20 
coinsi de iado ,  a l  cua l  se 1 e drnonii na F'roblrni.2 F r i ! r t ¿ .  
03. - Lz Furicihii Dual 
- -. 
Drf in i c lb -  
- 
a 1 Fi-ogr ami Matemático: 
se drnoniin? Func idn  Dual d e l  Programa Q , a l a  f u n c i b n :  
h : LRm - IR 
X - > h(X) = min L(X. X) 
X € S  
l 
y s u  domin io  a d m i s i b l e  D . es el c o n j u n t o  d e  v a l o r e s  d e l  vectoi. X ? O 
p a r a  l o s  c u a l e s  exis te  d i c h o  niiirimo: 
o = E IR. / h 1 0 y existe min i < X . X ) }  
X E S  
NOTAS: 
1) El c o n j u n t o  D puede  ser v a c l o ;  e n  este c a s o  no  existe ningon v e c t o r  
h 2 O .  p a r a  el c u a l  el Lagrangeano t i e n e  un míninio f i n i t o  con  r e s p e c t o  
23 E l  v e c t o r  X o  que  minimiza  el Lagrangeano e n  S p a r a  un X dado  
l C X  7 Xo) n o  n e c r s a r i a n i e n t e  v e r i f i c a  las  c o n d i c i o n e s :  
3 3  E l  mínimo del Lagrangeano con r e s p e c t o  a X E S , n o  n e c e s a r i a m e n t e  
existe p a r a  t o d o s  los  v e c t o r e s  h 2 O ; o b s & r v e s e  q u e  D es el coisjun- 
t o  d e  v e c t o r e s  X 2 O . p a r a  los  c u h l e s  d i c h o  miisimo e x i s t e ;  s u  n a t u r a  
l 
l e z a  depende  d e  l a s  p r o p i e d a d e s  d e  l a  f unci'dn L(X . A )  , y d e l  c o n j u n t o  
s .  
Ejemplos:  
1) D e t e r  mine 13 f u n c i b n  dual , y el domi n i  o d e  def  i n i c i  ón d e  la f u n c i ó n  dual , 
p a r a  el s i g u i  e n t e  Programa M a t e m A t i  co:  
sol u c i  S- 
- 
E l  Lagrangeano  del Probl enia Q es: 
L(X1,X2,X) = (X* - 112 +(X2 - + X (X1 + X2 -ib) , X 2 o 
s u  f u n c i d n  d u a l  : 
h a l l e m o s  a h o r a :  
h. 1 uego: X  - 1  - - es mínimo de i = (Xl - 1 1 2 + h  X l .  
i 2 
y como: X ? * O  . X = 1 - -  
i 2 , e n t o n c e s :  O í X i 2 
nor lo t a n t o :  
como: 
1 uego: 
- 
h 2 - -  2 e s m í n i m o d e  Y = ( x ~ - ~ ) ~ + A x ~  
X y c o m o :  X  2 0  , X = 2 - z  
2 2 
, e n t o n c e s :  O 5 A  5 4 
por l o  t a n t o :  
32, H a l l a n d o  a h o r a  l a  Funcidn  Dual h(X): 
a 3 0 5 X T 2  : x 1  A  = x;(x) = 1 - - 1 1  2 
se t i e n e :  

y d e  l a s  re1 a c i  ones a> . b> v 1 , se tiene 1 a Funcihn Dual : 
y s u  ddminio admisible  es l a  semirecta r e a l  p o s i t i v a :  
133. - Teore~ i ia  No. 1 ( C o n c a v i d a d  d e  l a  Furicifiii P u a l ) .  
La F u n c i b i i  P u a l  h d e l  Frogrania  Mateinfitico (1, / e3 c b i i c a v a  en c u a l q u i e l - .  
,< 
subcc7ri jui i to c o n v e x o  D d e  s u  d o m i n i o  de d e f  i n i ' c i d n  D ; independ ie i - , t emen-  
t e  d e  q u e  si el Fi-.ograrr& Q sea o n o  cor ivexo.  
,\ A 
I r a  D es un s u b c o i s j u n t o  c o n v e x o  d e  D . h*,  X2 E D . y sea ¿i E [ O ,  11 
c u a l q u i e r a .  
Sr t i e n e  1 u e g o  p o r  de f  iiiicibis de h(h) : 
+ ( 1 - N ) X  
2 
] = m i n  i . n h + (1 - a)  h2] i X E S  
. . . . . (For ser L(X. X) Fui ic i  bis Li  inral er i  h )  
> LY >ni11 L(X,Xi) + (1 - a )  min L(X,X ) 
2 X e S  X e S  
Luego: h es F u n c i t n  C&ncsva 
- ,L. -- - 
04. - Teorema N o .  2 ( R e 1  aci bn e n t r e  1 os Valor es O p t i  m o s  d e  l a  F u n c i d n  Dual 
h(X) y d e  l a  F u n c i d n  O b j e t i v o  d e l  Programa MatemAtico Q ) 
Los v a l o r e s  d e  l a  Funcidn  Dual h(X) s o n  una  C o t a  I n f e r i o r D e  l a  Func ibn  
O b j e t i v o  d e l  Programa Q : f ( X )  , V X E D , y V X q u e  s e a  so1uciC.n 
f a c t i b l e  d e l  Programa Q ; les d e c i r :  
h(X) < f  (X) V X E D  , V X E S  / CJ(X) 5 O 
i ndependi  e n t e n i e n t e  d e  1 as c o n d i  ci  o n e s  d e  c o n v e x i d a d  y d i  f  e r e i r c i  a b i  1 i dad  
d e l  Programa MatemAtico Q . 
h(X) = rn in  L(X,X) 
X E S  
= m i n  I: f ( ~ )  + A~ ~ C X )  1 
X E S  
y por  d e f  i n i  c i  d n  de minimo d e  una  fu i i c ibn :  
Sea X E D  a r b i t r a r i o .  l u e g o :  X - > - O  
Sea X E S a r b i t r a r i o ,  t a i  .,..e . g(X) 5 O 
De l a s  c o n d i c i o n e s  í 2 3  y í 3 3  : 
XL g(X) < O V X E D  , V X e S  / g ( X ) < O  . . . . .C43 
y d e  las r e l a c i o n e s  C13 y C4> : 
E l  Teoreina No. 2 permi te  ob tener  una c o t a  i n f e r i o r  d e l  Galor optinio de l  
Program?. Q . 
B. - Teor enia No. 3 
Si existe una cSolucidn Optima F a c t i b l e  X o  , y una So luc idn  Dual F a c t i b l e  
A , t a l  que: f ( X o )  = h ( A o )  ===- 
o 
> X  y Xo son  Sulucioi ies  d e  s u s  co- 
o 
r r  espondi e n t e s  Pr ograrnas. 
Drlnos t r a c i  bn 
Vamos a hacer l a  deniostracidn por el M&todo d e  ReducciSn a l  Absurdo: 
1) Suponganios que  X no s e a  Suluc ibn  Optinia d e  ,f . o s e a .  supongamos que 
o 
X  no s e a  el mlnimo d e  f e n t r e  l o s  v e c t o r e s  X  f a c t i b l e s ,  en tonces  
o 
3 X i  f a c t i b l e .  t a l  que: 
f C X l )  < f C X O )  . . c i >  
Pero  por h i p b t e s i s :  
y d e  las r e l a c i o n e s  C i >  y C i i )  : 
Per o  por Teorema a n t e r i  or : 
> 
h ( X )  f C X )  , pa ra  t o d o  par d e  s o l u c i o n e s  
f a c t i b l e s  d e  l o s  Programas Primal y Dual r e spec t ivamen te  . . . . . C i  v3 
- 
Luego d e  lis r e l a c i o n e s  C i i i >  y Civ),  se t i e n e  una c o n t r a d i c c i b n .  
Como l a  c o n t r a d i c c i b n  proviene  de  suponer que XO no es Soluc ibn  Optima 
d e l  Programa Pr imal .  debe d e  o c u r r i r  l o  c o n t r a r i o .  es d e c i r .  Xo debe 
d e  s e r  Coluci6n Optima' d e l  Programa Pr imal .  
2> AnAlogamente. supongamos que X no sea mAximo d e  h e n t r e  todos  l o s  
o 
v e c t o r e s  X f a c t i b l e s ,  en tonces  3 Xi f a c t i b l e ,  t a l  que: 
h(Xd)  > h O o )  . . . . . Ci3 
y como por h i p b t e s i s :  
I f ( X J  = hCXo)  
se t i e n e  d e  las  r e l a c i o n e s  Ci3 y C i i3  : 
f (Xo) < hCXi) 
Pe ro  por Teorema a n t e r i o r  : 
h ( X )  S f ( X )  , pa ra  t o d o  par de  s o l u c i o n e s  
f a c t i b l e s  d e  l o s  Programas Primal y Dual r e spec t ivamen te . .  . .M 
Luego  d e  l a s  r e l a c i o n e s  C i i i >  y C iv3  , se t i e n e  u n a  c o n t r a d i c c i 6 n .  
Luego:  X es Sol u c i  6n  O p t i  m a  d e l  ~r ogbama Dual . 
o 
Y de  l a s  r e l a c i o n e s  12 y 2 el teorema e G t a  demostrada. 
6. - E l  Programa Dual Minimáx 
Daf i n i  ci  6n: 
Sea el Programa MatemAtico: 
Q : n ~ i n Z  = f(X) 
al que  denomí namos Programa P r ima l .  
Sr den01iIina Programa DuuL MinimAx a s o c i a d o  al Programa MatemAtico Q . a1 
s i g u i e n t e  Programa Maternati co: 
R : x h(X) 
A E D C I R r n  
l 
el c u a l  se e x p r e s a  tambi&n d e  l a  s i g u i e n t e  manera: 
R : máx m i  n L(X . X) 1 
Los Programas: Pr imal  Q y Dual R . se d e n o d n a n  un par  d e  programas en  
d u a l i d a d .  o un pa r  Primal -mal 
l 
7. - Teorema No. 4 CRe lac i6n  Fundamental  e n t r e  l o s  Programas  P r i m a l  y Dual3 
T e n i e n d o  en  c u e n t a  l a s  d e f i n i c i o n e s  de Programa P r i m a l  y Dual Minimáx da-  
d a s  e n  este C a p i t u l o ,  se t i e n e  q u e ,  
El P u n t o  (Xo,X ) es P u n t o  d e  S i l l a  del Lagrqngeano  L(X,X) . si y s o l o  si: 
o 
1> Xo es So1 uci15n F a c t i b l e  d e l  Programa P r i m a l .  
2> Xo es S o l u c i b n  F a c t i b l e  d e l  Programa Dua l .  
33 f ( X o )  = h(Xo) . 
ü e m o s t r a c i  bn 
===> ) Condi c i  6 n  N e c e s a r i a  l 
H i p b t e s i s :  (Xo.Xo)  es P u n t o  d e  S i l l a  d e  LCX .X) 
T k s i s :  1 3  X o  E $ A 9(x0) 0 . 
2 3  Xo E D . 
33 h(X*) = i ( X o )  
Como X o 0 )  , con Xo E C y X 2 O es P u n t o  d e  S i l l a  d e  o 
L(X . A )  . se t i e n e  por  Teorenia d e  Kuhn-Tucker . 
a3  g(x0) 5 O . t 1 
- c 3  L(Xo, Lo) - m i n  L(X .Lo] 
X E S  
d e  l a  h i p b t e s i s .  y d e  l a  c o n d i c i b n  a 3  d e  Kuhn-Tucker se t i e n e  que :  
Xo es S o l u c i 6 n  F a c t i  b l e  d e l  P r i n i i l .  
AnAloganiente. d e  l a  h i p C j t e s i s ,  y d e  l a  c o n d i c i d n  c3  d e  Kuhn-Tucker 
se t i e n e  que :  Xo es S o l u c i d n  F a c t i b l e  d e l  Dua l .  y d e  esta iiiinera 
quedan d e m o s t r a d a s  las re1 a c i o n e s  1> y 23. 
Resta d e m o s t r a r  l a  r e l a c i d t i  3> : 
Por de f  i n i c i  bn d e  FunciCjn Dual se t i e n e :  
h(Xo) = min LCX. Xo) 
X e S  
= L(xo.Xo) . . . . (Por l a  a c n  c3  d e  Kuhn-Tucker) 
t 
= f (Xo)  + Xo 9 ( X o )  
= f<xo>  . . . . (Por 1 a relaci d n  b3 d e  Kuhn-Tucker) 
< === ) Condi c i  &n S u f i c i e n t e  
HipCjtesis :  13 Xo es S o l u c i 6 n  F a c t i b l e  d e l  Progrania P r ima l  
23 Xo es Sol u c i d n  f a c t i b l e  d e l  Progrania Dual . 
33 hCXo) = f C X * )  
T e s i s :  (Xo .Xo)  es- P u n t o  d e  S i l l a  d e  L(X.X) . 
Basados  e n  el Teorema d e  Kuhn-Tucker . d i r e m o s  q u e  (Xo.  Xo) es 
P u n t o  d e  S i l l a  d e  LCX.X) si: 
c) L ( X D , X o >  = m i n  L ( X , X o ,  
X E S  
Hagamog' a h o r a  l a  demos t r ac id i r  d e  c a d a  una d e  l a s  c o i i d i c i o n e s  d e l  
Teorema d e  Kuhn-Tucker : 
1) Por h i p b t e s i s  1 3  se t i e n e  q u e  X es S o l u c i d n  F a c t i b l e  d e l  P r o  
0 
blema Pr i ina l  . es d e c i r  : ,g(Xo) 5 O . y se cumple  l a  c o n d i c i  bn 
a3  d e l  Teorema d e  Kuhii-Tucker. 
21 Demostraremos l a  c o n d i c i ó n  c> d e l  teorenia  d e  Kuhn-Tucker: 
Por el Mktodo d e  r e d u c c i b n  a l  Absurdo: Supongamus q u e  L(Xo,Xo;  \ 
no min imiza  L ( X . X o )  . es d e c i r  exiSte o t r o  v e c t o r  X e S t a l  
i 
que:  
h ( X o )  = m i n  L ( X .  Lo) = L(XI. Xo) < L ( X o .  Xo) 
x e s  
f <Xi) + A; 9CX,> < f(X*) + X; g ( X o >  
Por H i p ó t e s i s  32 : 
f ( X o >  = h ( X o )  
- 
= f (X ) + X; g(XI)  . . . (Por H i p b t e s i s  A u x i l i a r ) .  . CS. SS 1 
Reemplazando l a  r o n d i  c i b n  CS. 23 e n  l a  c o n d i  cir5n 2 . 1  . y si 
p l i  f i c a n d o ,  se o b t i e n e :  
. C 2. 3 )  
P e r o  por  h i p ó t e s i s  1> y 23 : Xo _> O Y OCXo> 5 0 
1 u r g e :  
L 
Xo 4<x0) 0 . . . . . C 2 . 4 2  
y d e  l a s  r e l a c i o n q s  C2.3)  y (2.43 se t i e n e  una c o n t r a d i c c i ó n ,  
coino l a  c o n t r a d i c c i d n  p r o v i e n e  d e  suponer  q u e  L(Xo,Xo) n o  m i n i  
miza L(X.Xo) . d e b e  d e  o c u r r i r  l o  c o n t r a r i o .  es d e c i r .  L(Xo.Xo) 
minimiza  L(X.Xo) . 
32 Resta demos t ra r  l a  c o n d i c i d n  h5 d e l  t eo rema  d e  Kuhn-Tucker 
Por d e f  i n i  ci  6n d e  Func i  ón Dual : 
h(X) = min L(X . A )  
x e s  
= L(Xo,Xo) (Por c o n d i c i ó n  c >  d e  Kuhn-Tucker) 
= f ( X o )  + A; g(Xo) 
Por h i p ó t e s i s  3) : 
hO0)  E f ( X o >  
d e  las c o n d i c i o n e s  C3.15 y C3.22 : 
L 
ho g(Xo) = 0 
y l a  c o n d i c i b n  c> d e l  teorema d e  Kuhn-Tucker esta d c n m s t r a d a .  
Dr los  pasos 1> , 2) y 3) , y d e l  Teorema d e  Kuhn-Tucker: 
(Xo,Xo) es P u n t o  d e  S i l l a  d e  L ~ x ' , x )  . 
1) El Tearema q u e  se a c a b a  d e  d e m o s t r a r ,  g a r a n t i z a  q u e  ( X O , X o )  es P u n t o  
d e  S i l l a  d e l  Lagi-angeano L(X. X) . si X y XO s o n  S o l u c i o n e s  F a c t i -  
O 
b l e s  d e  s u s  r e s p e c t i v o s  P rogramas .  y f(Xo) = h(Xo) , e n  c u y o  caso X 
O 
a. 
es S o l u c i 6 n  Optinia d e  Programa Primal  
2 La busqueda  d e  l a  Componente P r i n c i p a l  ' X o  , c o n s i d e r a d a  como v e c t o r  
q u e  minimiza  L(X, X ) con  r e s p e c t o  a ti E S . t r o p i e z a  con l a  d i f i c u l -  
o 
t a d  d e  q u e  X es d e s c o n o c i d o  a p r i o r i  . d e  a h í  q u e  el niininio d e  L(X,X) 
o 
con  r e s p e c t o  a X E C se e s t u d i a  e n  f u n c i 6 n  d e  X . c o n s i d r r a i i d o  t o d o s  
los  X 2 O . 
3 3  En los Programas  cuyo Lagrangeano  p o s e e  un P u n t o  d e  S i l l a .  c o i n c i d e n  
los  v a l o r e s  dptiiiio d e  l o s  Progranmcs P r i m a l  y Dual .  
43 Si n o  existe P u n t o  d e  S i l l a .  n o  c o i n c i d e n  los v a l o r e s  S p t i m o s  d e  ambos 
,-- 
programas ,  y el Teorema n o  p e r m i t e  local izar  l a  S o l u c i b n  O p t i n i a  d e l  P r o  
bleina P r ~ i m a l  . l o  c u a l  n o  q u i e r e  d e c i r  q u e  &sta no e x i s t a .  ya q u e  las 
c o n d i c i o n e s  d e  P u n t o  d e  S i l l a  s o n  c o n d i c i o n e s  s u f i c i e n t e s ,  p e r o  n o  i sece  
s a r i a s  d e  optinial i dad .  
3. - Apl i c a c i  o n r s  
1. - Resuel  va el si giii e n t e  Pr ograma M;ltem&ti co: 
S. a .  
X2 - X i  5 1 
X i + X  2 5 8 
X i . X  2 I O 
usando el c o n c e p t o  d e  Dual MiirimAx. 
Sol u c i  6i.i 
11, E l  Lagrarigeano a s n c i a d o  al  Programa MatemAtieo es : 
@ 
L C X . X )  = (X*  - I ) ~  + (X2 - 212 + Xi (X2 - X i  - 1) + X 2  (Xi + X 2  - 2) 
donde 
Xí 
X Z O .  
2 
Reo]-Jrnando t&i- i i i i  nos:  
L ( X , X )  = ( X í i -  112+ (X2 - 212+ (X2 - Xi) Xi + ( A l  + h2) X2 - (Xí + 2 hZ) 
21, H a l l a n d o  el miniriio de L ( X . X )  con r e s p e c t o  a X = (Xi ,X2)  se t i e n e .  
2. 3 3  Como: 
Luego: 
L(X; . X: , A) toma s u  va lo r  mínimo en el Punto  
O 1 íx; . X 2 )  = -c-1 + , - ( A I  - X2) , 2 - 1 z ( X i  + X 2 ) )  
l 
33 Reemplazando l o s  v a l o r e s  d e  X* y Xf ob t en idos  en el paso a n t e r i o r  
I 
en  el Lagrangeano, se o b t i e n e  la Funcit51s Dual h ( X )  : 
h(X)  = min L(X , X) 
X E S  
4 3  Hallando el dumínio de de f in i c idn  de  l a  Funcibn Dual : 
Para que l a  So lu f i6n  M i l a d a  en el Paso 2 3  s e a  f a c t i b l e .  se debe d e  
cumplir que: 
O o X *  = C X i , X 2 )  2 O 
o 1 X2 = 2 - z(X$ + X2) ? O S==> Xi + X2 5 4 
y el doniinio de l a  Funcipii Dual h(X1.X2) , d e  acuerdo a l o s  an ter iores  
resul tados  es: 
cuya g r S f i c a  se representa en el G r A f i d o  No.3 

53  Hal lemos  a h o r a :  m5.x h(X) = d x  minL(X,X) . 
X E D C R ~  
Teireinos : 
1 
1 uego:  
d e  donde:  
6) Como el c o n j u n t o :  
es convexo.  se t i e n e  por Teorema N o .  1 que:  
es una f u n c i d n  cbncava .  
7> Resta j u s t i f i c a r  q u e  h(AI.X2)  lene m á x i m o  a b s o l u t o  e n  ( k f , ~ ;  ) = 
Tenemos: 
7. 4) Como: 
a2 ~ ( x Y  ,A:) 
b2 - < o 
a X: 
l 
o l u e g o :  h(X1,XZ) t i e n e  un maximo e n  (Ai .A: ) = '(0.1) , con,@ a d g  
S h(Xi. X2) es una  f u n c i d n  c h c a v a ,  l u e g o :  h(Ai. XZ) t i e n e  un 
1 
o 
m A x i m o  a b s o l u t o  e n  (Xi ,X:  ) = (0.1) . 
81 Vamos a h o r a  a h a l l a r  l a  S o l u c i b n  Optinm del Programa Matemdt i co  i 
Tenemos : - 
1 3  8.13 Xo = (x~.x:) = ( . ) , s o l ~ c i 6 n  f a c t i b l e  d e l  Problema T 
R. 23 A. = ( h l . ~ : )  = (0.1) . s o l u c i 6 n  f a c t i b l e  d e l  Problema Dual 
1 3  1 2 3 1 1  8 . 3 > f ( X o )  = f c S ,  S )  = + C S - 2 ) '  = - + -  = 1 4 4 2 
es d e c i r :  f ( X o )  = h(Xo)  
Y por  el Teorenla N o .  4 : 
O . 1 ) es P u n t o  de  S i l l a  d e  L(Xo.Ao)  . ( X o ' A o >  = ( 5  1 2 '  
Y por  el Teorema de  Kuhn-Tucker: 
I 
1 3  X = ( S , ) es S l u c i 6 n  Optima d e l  Problema T . 
O Z 
11. - Resuelva el s i g u i e n t e  Programa MatemAtico: 
usando el concepto  de Dual MinimAx. 
Sol u c i  ón 
1) El Lagrangeano a s o c i a d o  a l  Programa M a t e m A t i c o  es : 
. , 
donde X 2 O . 
21 Hall ando el minimo d e  L ( X ,  A )  con r e s p e c t o  a X = (X . X ) se t i e n e :  
i 2 
r e s o l v i e n d o  este s l s t e m a  e n  func ión  d e l  parametro A se t i e n e :  
o aZ L(X; , x Z  , A) 
= 2 > 0  
a x; 
Luego,  t ( x i .  x Z ,  h) t o m a  s u  v a l o r  mínimo e n  el P u n t o  : 
Reemplazando los v a l o r e s  d e  X O  y X: e n  el L a g r a n g e a n o ,  se o b t i e n e  
i 
l a  Func ión  Dual : 
h(h) = m i n  L(X. X) 
X E S  
donde  el d o m i n i o  d e  d e f i n i c i ó n  d e  l a  f u n c i d n  d u a l  h es l a  s e m i  r ec ta  
real pos i t iva ,  pues  V h 2 O existe S o l u c i ó n  al P r o b l e m a :  m i n  L(X , A )  
X E S  
35 H a l l e m o s  ahora: máx h(A) = 
A  2 O 1 
c o m o :  
h(h) = 6 A  - 2 hZ 1 2  
1 uego: 
===> l a  f unc i  6n  d u a l  h t i e n e  un m & x i  m o  e n  - 38 ho - -7 ' y s u  valor 
m a x i m o  es: 
4 2  A m o d o  de i l u s t r a c i ó n  h a l l a r e m o s  l a  S o l u c i ó n  O p t i m a  dei  P r o g r a m a  M a t e m A  -
t i c0  P . 
C o m o :  - 36 Alo - -7 
1 2  l u e g o :  x 0  = r+) = - 
1 7 
o O 
y : x0 = (Xi . X 2 )  = [- l2 . ) es l a  S o l u c i d n  f a c t i b l e  d e l  Programa.  7 
Además: 
2 
x O  = f .  ] = 4 r + 1 2 + 2  
+ r37J 
= 2.- 2.-+ - l2  7 [ :j + A' 
- + @j2 
- 720 
- - +  38 49 49 
- 758 - 108 
49 7 % 15.428 
5 )  Tenemos que:  
X = (Y:. Y:> = , ] es S o l u c i d n  f a c l i  b l e  d e l  Programa F 
o 
= -  
o 
36 
es l a  S o l u c i d n  f a c t i b l e  d e l  Programa Dual 7 
fUo)  = h(ho) 
y por Teorema No. 4 : 
Y por Teorema d e  Kuhn-Tucker: 
X = . ] es S o l u c i d n  Opii m a  d e l  Problema P 
o 
CONCLUSIONES 
1. - Las Cond ic iones  d e  Kuhn y Tucker  a p l i c a d a s  a un Programa Matemáti co d e  1 a 
forma:  
l P : m t n 2  = fCX> 
s .  a. 
gCX3 5 O i = 1 , 2  . . . .  ,m. 
1 
X 2 0  
s o n  c o n d i c i o n e s  n e c e s a r i a s  y  s u f i c i e n t e s  d e  o p t i m a l i d a d  g l o b a l ,  e n  c a s o  d e  
q u e  el Programa Matemático sea convexo y d i f  e r e n c i a b l e ,  ya q u e  tales condi- 
c l o n e s  p e r m i t e n  i n d e n t i f i c a r  si el Pun to  (Xo.Yo) es un p u n t o  d e  s i l l a  d e l  
Lagrangeano d e l  Programa,  d e  l o  q u e  se deduce  l a  o p t l m a l i d a d  g l o b a l  d e  Xo, 
d e  a c u e r d o  con  l o s  Teoremas a n t e r i o r e s .  
2. - En c o n d i c i o n e s  d e  d i f e r e n c i a b i l i d a d  y c o n v e x i d a d  d e l  Programa P  , c o i n c i  
den 1 o s  c o n j u n t o s  d e :  
a >  'So luc iones  Optimas d e l  Programa. 
b> Pun tos  d e  Sil l a  d e l  Lagrangeano.  
c> S o l u c i o n e s  de 1 a s  C o n d i c i o n e s  d e  Kuhn y Tucker .  
l 
3. - Si el Programa MatemAtico P  es d i f e r e n c i a b l e  p e r o  n o  convexo,  l a s  Condi--  
c i o n e s  d e  Kuhn y Tucker c o n s t i t u y e n  c o n d i c i o n e s  n e c e s a r i a s  p e r o  no  s u f i -  
c l e n t e s  d e  o p t i m a l l d a d ,  pues  e x i s t e n  p u n t o s  q u e  l a  v e r i f i c a n  y no  s o n  Sol3 
c i o n e s  Optimas d e l  Programa C V e r  el e j e m p l o  e n  el C a p i t u l o  respectivo>. 
4. - Medi anLe el c o n c e p t o  d e  F u n c ~  dn Dual h : 
h ( ~ )  = min L(X,X) 
X e S  
se e s t u d i a  el minimo d e  Lagrangeana con r e s p e c t o  a X e S , p a r a  t o d o  los  
5. - El Teorema d e  r e l a c i ú n  fundamenta l  e n t r e  los  Programas Pr imal  y Dual esta- 
b l e c e  l a s  c o n d i c i o n e s  b a j o  las c u a l e s  el Lagrlyngeano L(X, X) p o s e e  P u n t o  
d e  S i l l a .  
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